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के ० सी ० सदान क्‍ रास अवतार 
सम्पादक 
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एनसी हैँ आर ली 
(५९ हर 7 


.. राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ 
चचछांइंण्ानों (।ए0एखटों। जी एरदेचल्यथपणफनों फ९७९२०४०णए०ंर छणवें पं+छो्ांगड 


प्रथम संस्करण 
जनवरी 498[ 

पौष 4902 
पुनम्ु द्रण 

जून. 983 

ज्येष्ठ 905 

9. 7), 47-१३. ?. 


(8) राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌, 98] 


मुल्य; ₹० 6.35 


प्रकाशन: विभाग से सी० रामचन्द्रन, सचिव, राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और 
प्रशिक्षण परिषद्‌, श्री अर्रवद मागें, नई दिल्‍ली ]006 द्वारा प्रकाशित तथा 
सरस्वती प्रिंटिंग प्रेस, मौजपुर, दिल्‍ली 0053 द्वारा मुद्रित । 


भवन 


यह पुस्तक “कक्षा हा) के लिए गणित की पाठ्यपुस्तक” की शृंखला की पाँचवीं पुस्तक 
हूँ । [स्तक [४ को पहले उत्त त्मय के पाठ्यक्रम के अनुसार अंतिम पुस्तक समझी गया था। परन्तु 
पाठ्यक्रम में कुछ परिवर्ततों के कारण इस पुस्तक का लिखता आवश्यक हो गया । यह आशा की जाती 
है कि इस शृंखला की पुस्तकों [ मे [५ तक के साथ यहू पुस्तक पाठ्यक्रम में दिए सभी मुख्य विषयों को 
पम्मिलित कर लेगी तथा अध्यापकों एवं विद्यार्थियों के लिए उपयोगी पिद्ध होगी । 


पुस्तक का प्रथम प्राहृप अत्प समय में राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिद्‌ (एन० 
मी० ई० आर० टी०) में विज्ञान एवं गणित शिक्षा विभाग के गणित एकक द्वारा तैयार किया गया । 
हम प्राहप का संशोधन डा० एस० सी० दास द्वारा किया गया जिन्होंने इस पुस्तक के अधिकांश भाग 
के विकास में भी महत्वपूर्ण योगदान किया । संशोधित सामग्री का एक कार्यशात्षा में अनुभवी अध्यापकों 
द्वारा समीक्षाक्क विवेवन क्रिया गया । अंतिम-लेखन तथा विषय-संपादन ढ० एस० सी० दाप्त द्वारा 
किया गया । पुस्तक का हिंदी संस्करण ढा० एस० के० सिह गौतम तथा भरी महेंद्र शंकर की देखरेश्न में 
तयार किया गया । 


मै का्यदल के सभी सदस्यों के प्रति छतजझ्ञता प्रकट करता हूँ, विशेष झूप से डा० एस० सी० 
दास के प्रति, जिन्होंने इतने कम समय में स्वयं विशाग में ही पुस्तक के पंपादन तथा इसे वतेमान रूप 
में तैयार करने का उत्तरदाधित्व लिया । 

इस पुस्तक में सुधार हेतु राष्ट्रीय परिषद्‌ इसके उपयोगकर्ताओं की प्रतिक्रिताओं तथा सुझावों 
का स्वागत करेगी | 


शिवकुमार मित्र 


निदेशक 
नई दिएली राष्ट्रीय शैक्षिक अवुर्तधात और 
ज्‌त, (980 द प्रशिक्षण परिषद्‌ 


नमी ४ 


भेस्तावना 


प्रस्तुत पुस्तक में पाँच मुख्य विषयों ; प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलन, अवकल समीकरण, 
त्रिविमीय ज्यामिति, कुछ असंतत तथा संतत प्रायिकता बंदल तथा सहसंबंध के बारे में अध्ययन किया 
गया है। पृष्ठों की संझ्या की सीसा को ध्यान में रखते हुए इन विषयों के बहुत सिद्धांतों का पूर्ण रूप 
भें उल्लेख करता संभव नहीं था। फिर भी संकल्पनाओं के विकास में रिक्‍्तता को दूर करने तथा 
मततता बनाए रखने का भरसक प्रय॑त्त किया गया है । 


प्रतिलीम त्रिकोणमितीय फलनों के एककों में एक-मानीयता तथा मुख्यमान शाखाओं की चर्चा 
की गई है। चंकि फलतों की प्तीमाओं एवं सततता, और उनके अवकलों तथा समाकलों के मुलभूत 
सिद्धांतों के बारे में पहले की पुस्तकों में बताया जा चुका है, इसलिए यहाँ पर केबल महत्वपूर्ण 
परिणामों का ही उल्लेख किया गया है। अभ्यास तथा अंतर्ज्ञात प्रदान करने के लिए विभिन्‍त प्रकार 
के सरल तथा कठिन प्रदन सम्मिलित किए गए हैं। सरलता के लिए सभी प्रतिलोम तिकोणमितीय 
फलनों के आलेख खींचने के सिद्धांत को छोड़ दिया गया है। अवकल समीकरण परिभाषित करने से 
पहले '"अवकल” क्री संकह्पत्ता के विकास को आवश्यक समझा गया जिससे विद्यार्थी पिछली कक्षाओं 
में परिचित तहीं थे । इस संकहपता का उपयोग फलतों के समाकलों को प्रतिस्थापत्त द्वारा ज्ञात करने भें 
भी किया गया है। अवकल समीकरणों तथा उत्तके हलों की ज्याभितीय व्याख्या के बारे में बिस्तार- 
पूर्वक चर्चा करता इस पुरतक की सीमा के बाहर माना गया है। विविभीय ज्यामिति में यह मान 
लिया गया है कि विद्यार्थी तलों तथा ठोस ज्यामिति के मूलभूत अभिग्रहीतों तथा प्रमेयों से पर्व परिचित 
हैं। फिर भी यह अच्छा होगा कि अध्यापक इस मूलभूत संकल्पनाओं का पु्तरावलोकत करा दें। 
विद्याथियों की सहायता के लिए पर्याप्त संख्या में हुल उदाहरण तथा प्रश्नावलियों में प्रश्त दिए गए हैं । 
द्विपद प्रायिकता बटन से प्वासों सम्तिकटन को निकालते समय ७" के प्रसार का उपयोग किया गया है । 
परत्तु इस फलत को इसके प्रयोग करने से पहले परिभाषित कर दिया गया है। यह आशा नहीं की 
जा सकती कि विद्यार्थी “अनंत समाकल"' की संकल्पता के बारे में जानते हों और इसीलिए प्रसामाम्य 
बंदन के विकास में इसका प्रयोग करने से पहले इसके बारे में एक संक्षिप्त टिप्पणी दे दी गईं है | 
संख्यात्मक परिकलनों में अनावश्यक जठिलता को दूर रखने के लिए, सांख्यिकी में .वर्गीकृत आँकड़ों का 
सहसंबंध गुणांक ज्ञात करता छोड़ दिया गया है। 


पुस्तक की प्रमुख विशेषताओं को नीचे दिया जा रहा है 


(|) विवेचन की सततता को बनाए रखते हुए, पुस्तक के आकार को छोटे से छोटा रखा गया है । 
“मुख्य संकल्पताओं ', "ऐतिहासिक टिप्पणियों” आदि को अलग से देता छोड़ दिया गया है। 
आधारभूत परिभाषाओं तथा वल्पत्ताओं का अलग से स्पष्ट रूप से उल्लेख किया गया है तथा 
परिशुद्धता बनाए रखने का प्रत्येक प्रयत्त किया गया है । 


( था ) 

(2) प्रत्येक विषय में सिद्धांत तथा प्रश्तों पर पूर्णतया, जितना संभव हो सका है, बल दिया गया है । 

(3) पाण्डित्य-प्रदर्शन को दूर रखा गया है, परन्तु यथा्थता के मूल्य पर नहीं । 

(4) केवल आवश्यक आक्षतियों एवं चित्रों को ही दिया गया हैं। 

(5) क्योंकि पुस्तक 7५ में समाकलन के सिद्धांत का वर्णन किया जा चुका है, इसलिए विद्यार्थी के 
सोचते की क्षमता बढ़ाने तथा यह पुनः स्मरण कराने के लिए कि वह पहले क्‍या सीख चुका है, 
प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों तथा अवकल समीकरणों के एककों में समाकलन से संबद्ध प्रश्नों 
के हल ज्ञात करते समय कुछ अनावश्यक चरणों को जानबूझ कर छोड़ दिया गया है । 

(6) विद्यार्थी को भविष्य में अपनी प्रतियोगात्मक परीक्षाओं की तैयारी में समर्थ होने के लिए प्रत्येक 
प्रदूावली में विभिन्‍त प्रकार के, सरल से' प्रारम्भ करके कठितता की ओर बढ़ते हुए, प्रश्नों को 
दिया गया है। एक ही प्रकार के अधिक प्रश्नों को देने का प्रयत्न नहीं किया गया है । 

(7) पुस्तक के अंत में उत्साहपूर्ण विद्यार्थियों के आगे पढ़ने के लिए सरल तथा शायद सरलता से मिल 
सकते वाली पुस्तकों की एक सूची दी गई है । 


अंत में, मैं वि० एवं ग० शि० वि० के गणित एकक के विभिन्‍त सदस्यों दृए्रा इस पुस्तक के 
विभिन्‍त्र एककों को तैयार करने के लिए दिए गए विभिन्‍त प्रकार के योगदान को बताना चाहूँगा : 


(7) प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलन--डा० एस० सी० दास 

(॥) अवकल समीकरण---डा० एस» सी० दास, डा० राम अवतार तथा डा० बी० देवकीतन्दन 
(7) त्रिविमीय ज्यामिति---डा० एस० सी० दास तथा डा० एस० के० सिंह गौतम 

(7ए) कुछ असंतत तथा संतत प्राथिकता बंदन---डा० के० सी० मदान 

(५) सहसंबंध--श्वी जी० डी० ढल 


श्री आर० एस० कोठारी तथा डा० आत्मा राम साहू ने ऋमश: त्रिविमीय ज्याभिति तथा प्रतिलोम 
तरिकोणमितीय फलनों के एककों में महत्त्वपूर्ण सुझाव दिए | श्री जी० डी० ढल तथा श्री महेन्द्र शंकर ने 
अंतिम स्तर पर पांडुलिपि को पढ़ा तथा महत्वपूर्ण सुझाव दिए | श्री महेन्द्र शंकर ने अंतिम प्रफ पढ़ने 
में भी सहायता दी। विभागीय चित्रकार श्रीमती कमला धिमन ने पुस्तक के सभी रेखाचित्ों को 
बनाया । पुस्तक का हिंदी संस्करण डा० एस० के० सिंह गौतम तथा श्री महेद्व शंकर की देखरेख में 
पूरा हुआ । क्‍ 

मैं विज्ञात एवं गणित शिक्षा विभाग के इन सभी सदस्यों का आभारी हूँ जिन्होंने इस पुस्तक 
को कम से कम सम्भव समय में तैयार करने में विभिन्‍्त प्रकार से मेरी सहायता की | मैं उन सब का भी 


आभारी हूँ जिन्होंने इस पुस्तक की पाठ्य सामग्री की समीक्षात्मक विवेचना हेतु आयोजित कार्यशाला में 
भाग लिया । 


यद्यपि पुस्तक में त्रूटियाँ ज्ञात करने तथा उन्हें दुर करने का हर संभव प्रयत्म' किया गया है, 


फिर भी मैं उन सभी पाठकों का आभारी रहुँगा जो मुभे किसी त्रुटि से अवगत करायेंगे। पुस्तक में 
सुधार हेतु पाठकों द्वारा दिए गए सुझावों का अत्यधिक स्वागत किया जायेगा । 


एस० सती ० दास 
सम्पादक 


कतशतीज्ञापन 


राष्ट्रीय शद्षिक अनुगंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ निम्नलिखित व्यक्तियों की आभारी है जिन्‍्होंते 
कम कर विभाग ([वि० एवं ग० श्ि० वि०, रा० शै० अ० और प्र० प०) के गणित हक 
कह हा पे गई इस पाद्यपुरतक की मल सामग्री की 0 तथा !] अप्रैल 980 को आयोजित एक 
कार्यशाला में समीक्षात्ाद विवेखना करने में एक महत्त्वपूर्ण योगदान किया : 
|, कृ० एम्० अग्रवाल 
टु्प्रप्रस्थ कानेज, पिशली 
2, हा० ० गींए दास 
शाप्ट्रीय शैक्षिक अमुमंधात और प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिली 
3, श्रोमती एग० देवासुस्दरप्‌ 
सस्ट जैमियर्म स्कूल, दिल्‍ली 
4, श्री जी० डी० हल 
राष्ट्रीय शैक्षिक अनुश्तधान और प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्‍ली 
5 श्रीमती /ब० क० धीर क्‍ 
राजदीय सीनियर माध्यमिक बालिका विद्यालय, नई दह्ली 
6. श्रीमती कमला देता 
राजकीय सीनियर माध्यमिक्र बालिका विद्यालय, दिल्‍ली 
/, ह्ञा० जा ० ॥ल्‌० फ़ी तदार 
राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण प्रिषदृ, नई दिल्ली 
॥ श्रीमती कृष्णा गाडी 
फप्राहेह्य विद्यालय, पूसा रोड, नई दिल्ली 
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प्रतिलोम ज्िफकोणमिती 


एकक । 


प्रतिलोम त्रिकोणमितोय फलनों को परिभाषाएं तथा उनके गुणधर्म 


. भूमिका 


पु्तद़ा [९ में केवल बहपद, लधगणद तथा घातांकीय कलनों के संदर्भ में प्रतिनोम फेलनों की 
परिभाषा लथा कुठ गुणधर्मो का वर्णन किया गया है। उपर्युक्त के अतिरिका अब हेस प्रतिलोप 
तिकोशमिनीय फलनों (॥ए0%७ ॥ह्रजाणवालांए घाएगंणाड) तथा उसके गुणप्र्ों का वर्णन करो। 
तदुपरात्त, हम प्रतितोम तविकोणमितीय फलतों की सीमाओं (|), सातत्य (0एतधवा्ाए) तथा 
उनके अवकलजों (॥ए४४॥४९४) और सप्ताकलों (॥08/3॥8) पर वियार करेंगे । 


,2 प्रिकोणमितीय फलनों के प्रतिलोम 
तिकोणमितीम फलनों से पाठक परिचित हैं। उदाहरण र्थ, समीकरण 
४ * ५ ॥ 
का अर्थ है कि 0 बढ़ कोण है शिसका ज्या (॥॥0) / है। विपरीत रूप में इस कथन को 
(#४ ५ ४ 


द्वारा भी ठ्यवत किया जो सझता है तथा हमे इसे '॥, ज्यां प्रतिनोग (हतए 00४९) ४ + बराबर है 
पढ़ेते हैं । #स प्रकार, संकेत ४॥-7४0, उस कोण द्वारा परिभाषित किया गया है जिसकी ज्या (9॥0) 
४ है तथ हााओ फलने हा॥ का प्रतितोम पररश$९८) कहलाता है| इसी प्रशार, में तर 2087५ 
(50, (७॥ ७, ६७७7) ६ तथा 00५20 7.४ भी कषश: ८0३ 3, ता ७, ५0६. ९, ४8० ७ लथा (४९०७ ५ 
के प्रतिलो्ा मे. रूप में गस्शिपित किये गगे हैं । 


टिप्पणी | ; ४॥ ५ से (शी ५) ', अर्थ, ... | का अ्रम नहीं होना चाहिये। इसी प्रकार 
॥ 
का भ्रम अग्य त्रिकोगमितीय फलनों के प्रतितोमों के विषय में भी नहीं होना चाहिए । 


टिप्पणी 2 ; हे 3, ए/प्र 8, (था 5, इत्यादि को कमश: आए ४ ६ ॥6 ९0९ ५, शा ता ४, 
इत्यादि द्वारा भी व्यक्ष किया जाता है। 


टिप्पणी 3 . ध्यान दीजिए कि ह7% एक कोण को तिरूपित करता है जब्त आं॥ 3 एक संख्या 
को निरूपित करता है । ऐसी हो स्थिति अन्य त्िकोणमितीय फलतों तथा उनके प्रतिलोमों में होती है । 


4 । गणित 


॥,3 प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों की मुख्य मान शाखाएँ 


हम जानते हैं कि यदि 0 कोई कोण हो जिसका 876, » के बराबर हो तो उन सभी कोणों कै ॥॥0 
के मान, जो #०--- ( --- [)/0 द्वारा प्राप्त होते हैं, » के बराबर होते हैं, जहाँ # 0, -|-, ८:2, ८:४॥००० 
है । अत: आ॥ 7.४ अनंत मान प्राप्त कर सकता है। उदाहरणार्थ, &ंग्रा/ (है) के मान 30, 50, 390९, 
इत्यादि हो सकते हैं। इस प्रकार, #॥ ४ एक बहुमानी फलन* (वापर78-ए4 परत 09॥00॥ )है। 
इसी प्रकार, प्रत्येक अन्य त्रिकोणमितीय फलन का प्रतिलोम बहुमानी होता है । 


अब क्योंकि केलकुलस में हम बहुमानी फलनों को स्वीकार नहीं करते हैं, अतः हमें आंत», 
९०05-75, (क्षा। 75, इत्यादि को > का फलन तब तक नहीं कहना चाहिए जब तक कि हम इन्हें प्रतिबंधित 
कर एकमानी फलन#** (हागडढ्धौ०-२७|५९००१ ाटा0०॥) नहीं बना लेते । इस बहुमातरी होने का कारण यह 
है कि कोई भी त्रिकोणमित्तीय फलन अंतराल -- ०० <&£< ७० में न॒ तो निरंतर वर्धमान (५॥7 ०५ 
[०7७8५॥॥९ ) होता है तथा न ही निरन्तर ह्रासमानक+कक (8(00|५ (९८/७४४॥९ ) होता है । अत: 
अन्तराल --- ७ ६८४८: ४ पे इन फलनीं के प्रतिलोमों का कोई अस्तित्व नहीं होता । परन्तु # श्री <5 





आकृति [.] 79ल्‍"धा। ४ का आनेख 


* फूतन 9 | (5) एक बहुमानी फलन कहलाता है, यदि ४ के किमी एक्र मान के तदत्तुरूपी ह 
» के दो या अधिक मान प्राप्त हों। 


++फलन 9 (४) एक एकसानी फलन कहलाता है, यदि «४ के किसी एक मान के तदनुरूपी हमें 
» का केवल एक ही मान प्राप्त हो । द 


“#फलन 9०5 (>) निरन्तर वर्धसमान कहा जाता है, यदि /(%५) >/(>,) तब हो जब 
5५ >> ही तथा फलन निरंतर ह्रा्मान कहा जाता है, यदि /(४५) < /(+,) तब हो जब 50 >> 5 हो, 
जहाँ ४५ तथा ४, ४ के कोई भी दो मान हैं । इन दोनों स्थितियों में से किसी भी एक को व्यक्त करने के 
लिए पद निरंतर एक दिष्ट (90709 ॥॥000०॥ं०) का प्रयोग किया जा सकता है । 
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के आलेख (देखिये आकृति ,।) से हम देखते हैं कि 


अब्तरालों न <ख्द + । पट हक 
है +० जे पर ट ! है ५ ह ८५८. 


न 


2 ) 


_४४ कक, 


5 अप इत्यादि में 9 -४॥ » निरंतर 


किसके न०कटीनको 





€ ४ रे १7० 377 
वधमानत है तथा अंतराल ठ <>«& खा 
37 48 में 
कक यक इत्यादि में निरन्तर ह्वासमान 
है। इस प्रकार, हम यह निष्कर्ष निकालते हैं कि 


# के किसी भी मान के लिए उपयकक्‍्त प्रत्येक अन्तराल 
में फलल ४ 58779 का एक अद्वितीय मान होता है, 
जबकि --]&#9«€] है। 


लं। अतः, >अच-शा77 एक 
एकमानी फलन है । इसी प्रकार के तक से हम प्रत्येक 
अन्य प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलन के लिए अनंत 
अंतराल ज्ञात कर सकते हैं जिनमें वह फलन एकमातनी 
हैं। ४ तथा 9 को परस्पर बदलने पर हम कह सकते 
हैं कि प्रतिलोम 879७ फलन >च्॑-छांत्-5४, अंतरालों 


पर न 37 १६० 





ध्द्ा 75५] छा ४322 प्र <«]/ ६, “| 2 * 
४ 0. 3॥7 370 _ जप 
8 आह व कक 
4४ में में 
्् «(9 «८ पर /। इत्यादि में से प्रत्येक में परि- 


 भाषित है, जबकि --]«&४<] है । 





आकृति 4.2 ४95८-४।77:४ का आलेख 


गणित 


6 
॥ 
या, 8770 0-८ हिल 
५, | 
या, 0 न 577 ( न ] 
| , [ 
अतः, 008९27 >#न्‍्स8॥7 7 [ हा ) 
न्‍्य परिणाम इसी प्रकार सिद्ध किये जा सकते हैं । 
(ग ] बयों कि 807 |, ्वाओ | तथा 60560 ? २ के मुख्य मात धनात्मक या ऋणात्मक हो 
सकते हैं, अत: हम » के धनात्मक तथा ऋणात्मक मानों कै लिए इन फलनों की प्रकृति (॥8/ध7८) 
की जाँच करते हैं । हम विखायेंगे कि 
था। | (--5)-- हां * ४. 
लि। / (5) “मा  ह 
तथा ९08९९ (--5४)7१---९०४९८ 5 
और भी, ९087 ( --5) ++77--- ९०६४7 5, 
8९९77 ( - ४) --77---४९८7 5 तथा 
एण7 ( -5) २7--९० 7 5५ 
यह सिद्ध करने के लिए कि 8 / (+-») न्‍्+-- भा * ४, हम 
8!7 (--») 55० लेते हैं । 
अतः, 8॥] 0:०० 
या, 8 (--09) सत+ 
या, --0:-5:8]7 ४ 
या, 0-- > झआोत 7 %& 
अतः, 8ग7 (-->) कतशगा ? ४ 
अन्य परिणामों की उपपत्ति इसी प्रकार से दी जा सकती हैं तथा उन्हें पाठकों के लिए छोड़ दिया 
गया है ! 


(घ) अब हम प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों के निम्नलिखित आधारभूत सूत्रों (शत क्ञातशा(। 
07770[86 ) को सिद्ध करेंगे : 
(0) $॥75४ ९०६४ 7४ -+ ् 
(॥) ईशा-5-- ००६7८: नल 


(| बे मिल ९ है] 
॥) 00४९८ /६४--६९८ “5 स् 


(९) ईवा 77 -- धर 20८८ जा - 7 ै_ . 
(९) था 77% -- शा 2ए+र शि| लक (४४<< |) 


१७७०णणाओं 


(५) थ्ि। ६ - (श 7 ए ८८ ध्वा 8 
हक । ॥7% 


प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों की परिभाषाएँ तथा उनके गुणधर्म 9 


५ हि 25 ]- 52 25% न 
(श) डशेजा' इज>शीत -_>फजऊ- 0087 >उ्द-भप्रा कमी ्॑रादा 
]-+-5%“ ६--5४' [--5४ 
उपपत्ति : 
(4) माना 87 ४--() 
इसलिए, शी हस्स्ष 
इसलिए, रष्ण्ू न ना ] 29% मं 
[॥]] बात 
या, बल लय 2. 
2 
इसलिए, ([) >८ ७+-- -+- (५ “गे नं 
टटे 
इसलिए, आय ४क्‍्स्ज 7 ९0४7 ५ 
॥॒ 7प्र 
या, धा॥ 2 ४+- 0०08$7 एक्ट 2 


हुस प्रकार, चाँछित परिणाम सिद्ध हो जाता है । 
परिणामों (॥) और (॥) की उपपत्ति इसी प्रकार दी जा सकती हैं। परिणार्मो ((५) और 
(५) की उपपत्ति पाठकों के लिये अभ्यासार्थ छोड़ी जा रही हैं । 


(५४) मात्रा (क्षी ! ४६०0 
इमलिए, (छा) 0:":./ 


2[9॥) ५ जज 


क्योंकि हि अमन मिक म5मम 3अरका 
' न्तगद्श650 पझछ 





ः रे थे 
ए्सालपए, ब्लड न्‍ााणए 
| नै न 
. 2.0 
या, 2 (ह॥7 ४चच आतत77 २ ४६ 
| -+- ४ () 
[-+- ७७१ ( [-- 2४ 
पते; 008 20 वे किम भम-जजज्-द्ा 
कर (-७॥7 0 | -+४+ 
रा >> 
इसलिए, 20 --८०08 - 
| ->.९४ 
[-- ४४ 
पा हाय 00874 ननन्‍ज- 2 
2 (धा कक (2) 
* जहाँ तक फलमनों के मुख्य मानों का संबंध है, ये परिणाम .४ के प्रतिबंधित मानों के लिए 
है 2,९ _ [>> 
ही सत्य हैं। इस प्रकार, $॥77 णः ० म्मूम थे ॥77,0, पदि-- | &छ० ८४: !, 6087 रा “46746 कट जले 
हु हु बल्आल ध्टँ 


४ 2९ रे का 
यदि 0८४४६ ०७० तथा शक्षाल #व्लॉक्ाण जा! बेदि-- | <.४<: ] है। 


[0 











4,5 हल उदाहरण 


हल : 





गणित 
हे 2 ॥ 0 4 
अन्त में, धात। 205-:०---२.३::::- नर 
[--(6॥? 0 | -- 2४ 
इसलिए, 20) क्ूधित ५ 
[००९९ 
९ 8. ल्न् प न्त् शो 3 
इसलिए, 2 छाए अच्ऋादता हर, (3) 
इस प्रकार, वॉछित परिणाम सिद्ध हो जाते हैं । 
उदाहरण ॥ : निम्न के मुख्य मान ज्ञात की जिये : 
() ००7 (--*/3 ) (॥) ००४7 (0) 
(।) मानता ०000  (--४/ )४+? 

इसलिए, 00६ 0-5--4९/ 3 
अब, हम जानते हैं कि ००० » की मुख्य मान शाखा 0< 0०07: £ <7% है। 
इसलिए, हमें 0 का एक ऐसा धनात्मक मान ज्ञात करना है जो 0 और /? के मध्य स्थित 
ह्टो। 
अब, उपयुक्त समीकरण से, हम निम्न प्राप्त करते हैं : 

|| तर ) 54. 

(87) 0स+े -+ “-+- _.. सतत _-- “दा राधा) -प्रा- 
५/३ [ हे 6 6 
5 
इसलिए, 0-- -->- है, जो 0 तथा % के मध्य स्थित है । 
हित ख्य ' 5.२ 
अतः, 6067 (--«९/ 3 ) का सु शनि है। 
(7) माना ०0०४? (0) -+0) 


इसलिए, 005 05-50>-००५ पत्र 
अत्त: 0-- ढ़ है, जो 0 त्तथा # के मध्य स्थित है 


अतः, ००४7 (0) का मुख्य मान >- है। 


उदाहरण 2 : फलन ००7: की मुख्य मान श्ञाखा के अतिरिक्‍त दो अन्य शाखाएँ ज्ञात कीजिए ताकि 


फ़लन, उन झाखाओं में परिभाषित किया जा सके | 
हल : आइए फलन 


छ च्म्ए0्त 


पर विचार करें | हम जानते हैं कि यह जिकोणमितीय फलन अनंत बिंढुओं ७550, -£ ४, -+- 27, 


::3%, इत्यादि पर असतत्त (0800707700& ) है, क्योंकि इन बिंदुओं पर 9 का अस्तित्व नहीं होता है। 
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अन्य सभी बिंदुओं पर फलन सतत है। अतः हम कह सकते हैं कि प्रत्येक अंतराल 0<<.४<< ७, 
मा 2८, “5 गई <ड 0 < 0, 20 ८ ६-८ 3४, --27 < ६ < --7४, इत्यादि में फलन ॥--5०0। ४ सतत है । 

कण ( ै न 5. ह है| ७... ७ कक, | 
क्योंकि इन अंतराला में से प्रत्येक में दा ध्य “-00४0९८“९५७ < 0 हैं, अतः इन बअतरालोा मं से प्रत्येक में 


फलन ॥'. ए०५ » तिरंतर छ्वासमान है। अतः, इन अंतरालों में से प्रत्मेक में फलन के प्रतिलोम का 
अस्तित्व है 


अतः, मुख्य मान शाखा के अतिरिक्त ८0।7'४ की अन्य दो शाखाएँ, जिनमें इस प्रतिलीम का 
अम्तित्व है, 77< ए0। 7७ <& 2 तथा 27 < ८07 ४ < 35 ली जा सकती हैं । 


उदाहरण 3 ; सिद्ध कीजिये कि 2 आंत फ न्‍|शा। 7 (2.0 २/--:०४) है । 


हिल . माता द॥॥ ५ झट 
इसलिये, ४ 0 #ह२ 
अब, 8 20:-52 8॥ 0 008 ॥-.-८ 25%4%/ कंडओ शक 


इसलिये, 2055 ४॥77 (2.0 4/ [--७) 
या, 2 ही  स्|कांगरा! (2..4/ |--५४४ ) 
एस प्रकार, परिणाम सि ८ हो जाता है । 


उदाहरण 4 : सिद्ध कीजिए कि 


2 24 | 
है ०००४ * ००  इदादद 5 
(8॥] पं | ५0[ हे ६8 ॥॥| 9 
हल ; बाम पक्ष 5४87-3५ | ता : हि 
24 
मो, 28 
कम 24 हि मी 
 धते) ँ हे है ' समन प्ले 250 मल > 
]] “24 264 
न्वक्षिण पक्ष 
एस प्रकार, परिणाम सिद्ध हो जाता है । 
उदाहरण 5: हाग ( 87 2 00577 णा का मान ज्ञात कीजिए । 
है कि ता [ | गा दिये , "ह त्ती 
हल : हम जानते हैं कि ५ता। दा न>0098/7 पु है । अतः, दिये हुए व्यंजल का मात्र छत “77 + 


अथति, | है । 


उदाहरण 6 : ॥ (०0877) #|9ग [[8772), (४0) को हल कीजिए | 
हल: माता 005 (न्‍म 0 
इसलिए, 00४ ॥+-.६ 


६2. 


गणित 


इसलिए, 2॥ 05-5%९/--२ 
५ -- वि 
१५ 
५ 9 
०3...) :-- ४ >- 7 
) क्‍न (।) 


इसलिए, त (]--० 


या, &॥ (०08 


पुल: माना, ६8/7 2--% 
इसलिए, ध एन--2 





* | ] है 
इसलिए, कु 00880 ४ १/]+०0०थख्त | जाओ 5 
ला कक 
या, आ॥(थ्ा 7 2) ८ ् (2) 
८5 


अतः, () तथा (2) से 


$/।--४___2 





८ हु 
.#हत# टे 
या, अल प्र हम 
४ मल 5 
या, 5-. 5७ --- 420* 
या, 9007: ही 
जे 
इसलिए, ४ जे व 
ें / हक 
क्योंकि ४0 है, इसलिए बाँछित हल ८-४ फ्् हैं| 


उदाहरण 7 ; निम्नलिखित फलनों को सरलतम रूप में लिखिये : 


हल ; 


कमान 


हू ४ 4 
॥। | 6: ॥॥| 2. ०००६ अन्न 93 न पनन न के |॥ ५, है | जाता री प््ज्् || 
४) ह १/ ४] 3 कक | ४ 


(7) <--$6० 6 लीजिये । 
इसलिये, ५/ २2--.] +-१/४६८१३--- ++॥ 0 


ज्लि की [ 
सालिये $5 4 कननपिपस्‍प--+० ८++८ न | ऋण ाणणण 
द् ध्या ज्ह्न्त्त (80 तप] | 


--877 (006 0) 


"जा #: ॥0 की ॥ (8॥॥ ॥ ्ज शा है। )| 


८ 0 
/ 


गए स् 
न 7>7--860 75 
> ३० 


यह दिये हुए फलन का वाँछित सरलतम रूप है । 
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(7) >चू"श्या 0 लीजिये। 
इसलिए, &/--४४-- ९/ | ६800) 778७० 0 


५ 95 पा 
इसलिए, (ध॥7 ! ५८ पं पी का) स्ञ्ंधा) 3 । २ पक ( 
शे (0 0 


[--०९0५४() | 
नि चाल च-ः 
! 8 0 


यह दिये हुए फलन का वाँछित सरलतम रूप है । 


प्रदनावली . 


. निम्नलिखित कोणों के रेडियन में मुख्यमान ज्ञात कीजिये : 
(0) आए [).. ए) व्कत (०3)... [क) छएा (- ०5) 


(7). 008667 (--) (४) ०००7१ (- नम ) (४) धवा? (न 





> 


# भर [ 
४) ०08207 (2 गं आग ना कि ) 
निम्नलिखित फलनों में से प्रत्येक फलन की मुख्य मान शाखा को छोड़कर, अन्य तीन शाखाएँ इस 


प्रकार ज्ञात कीजिये कि इन शाखाओं में फलन का अस्तित्व हो : 
(॥) धा। 7 (॥#) 008९८7,९ ()8९९7४ 
3, निम्नलिखित में से कौन-कौन परिभाषित नहीं हैं ? 

(॥) ०0$०००१ ( , 2) (॥#) ०0877 (-- +/ 2 ) 


$ अन्‍्मगक ] ही धो पर 
| | अनीता अभि मनन ना | | है प्‌ ॥। |; है! > कक ९>जक नव, 
(7) $60 (उचु ] (५) शं॥- (।80॥ 477) (४४) (ध्वा ( आ। 9 ] 


()॥) (कष्मू ८०४००.) (४7) ००8८० (००८? 0) 


(78४) ००५० (000) 


[4 


खा. के 


फ़े 


्न्ज 


ते 


8. 


की 


0, 
. 


2, 


83, 


गणित 


(प्रशत 4 से 0 तक में) सिद्ध कीजिए कि 
3 शी! ४ शान (30४--42) 
3 ९097 ४:-०05 7 (4४0--3.४) 
2 (877 जप )॥| ज प्लक्षित बा 
[8] ७80!“ ॥। कि को हक आल 72 ॥ | हु 
[ --4? ।-+-0 ।- 0 
ध॥ (2 शी।7 &] २४ ५/ ]-- ३४ 
(डे 
(ह5 0 
520% ([8* 2)+:00860£ (00।2 3)5- 5 
निम्नलिखित के मानव ज्ञात कीजिए : 
() ०० (8॥] 7 ८--00(-7४) 


( [ ., | |-- 9४ 
पं *ई। ाआंआआ नया अजमननीानई. ] ७०- कान गॉरेक+ 3 +-++ बहन न + डर अनमकनम न. 
!) (आई आग बिक “२7 069 [7 5) 





0 7 न 5 
धा 4 «/ ४ हु 00987 


निम्नलिखित समीकरणों को हल कीजिये : 
2 हम [--(५ या 
ह _ | या 
() [शा [छत जर गा ( :>0) 
हु | ] ५ 
(॥#) का - गाए ता जे शा 7 (४५0०) 
निम्नलिखित फलतों को सरलतम रूप में लिखिये : 
| 34१४-४१ 7 
|) (पल | [॥) दी हल | 
[ ] 4 220 (/) ॥ ४-3४) 
*# (7) शाप (४९/]-- ०९ 5 4[--४)) 7) (4॥-। हि [८08 » 
4-++0०0५ ९ 





(४) वध | 3 िक अककक || (४८४) (४४) (या 2०4 /220 
0०05 3-8] [शा] 5 
|) का: ह (कद | क (पं) ९० | ४ न वा ४7१ 7 शा + | 
4-४० 5 | 3०४ 


| । ५४ ५ ।- 5४] ५ 


(। ली 


६2 ; नं 
९५५ +का्णरागबकट 


एकक [[ 


प्रतिलोम त्रिकोणमितोय फलनों को सीमाएँ, सातत्य तथा अवकलज 


2.] भूमिका 
त्रिकोणमितीय फलनों को सीमाओं (]7॥॥8) और सातत्य (००॥प्वा५) का पुस्तक [९ में 
उल्लेख किया गया है। हम देख चुके हैं कि ५ के सभी मानों के लिए आं॥ ४ तथा (08 3 सतत 


। न है 0॥ | 
(00॥0॥00०75) होते हैं। आपको यह भी याद होगा कि ।॥॥ । प्पण ) तथा ४९५७ ४ [ प्य्य धगाणण ) 
के सड हे 008 ४ ९008 ६ 


॥्र 


४ के उन मानों को छोड़कर जहाँ ८०४ + शून्य, अर्थात्‌, जहाँ ५ ८5(2॥--) ५5 ,॥ एक पूर्णाक है, 


9 . 
४ के उन मानों की छोड़कर जहाँ ॥॥ < शून्य, अर्थात्‌, जहाँ ७ व जबकि ॥ - 0, -।. ६ -|: 2, 
4 3, है, उसके अन्य सभी मान्तों के लिए सतत हैं। इन भिकोणमितीय फलनों के सातत्य के ज्ञान के 
आधार पर अब हम प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों के सातत्य और फिर उनकी सीमाओं पर विचार 
करेंगे । तदुपरांत हम इत फलतों के अवकलजों पर विचार करेंगे | 


|! द 008 ० | 
उसके अन्य सभी मानों के लिए सतत हैं। साथ ही, ०० | 30 कह ] तथा 008९९ र््‌ नम ] । 


2.2 प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों की सोमाएं तथा सातत्य 


हम देख चुके हैं कि सभी प्रतिलोम त्रिकोगमितीय फलन अनन्त अंतरालों में अपना अस्तित्व 
रखते हैं। क्योंकि प्रतिलोम त्रिकोणमित्तीय फलनों के आलेख रेखा ॥८5७ में तदतुरूपी त्रिकोणमितीय 
फलनों के आलेखों के दर्पण प्रतिधिम्ब होते हैं तथा क्योंकि त्रिकोणमितीय फलन, उस विरुओं को छोड़कर 
जिनका उल्लेख अनुच्छेद 2.] में किया गया है, चर के सभी गानों के लिए सतत होते हैं, अतः हम यह 
निष्कर्ष निदालते हैं कि प्रत्येक प्रतिनोम विकोणमितीय फेलन उम्र प्रत्येक अच्तराल भें जिसमें उसका 
अस्तित्व होता है चर % के प्रभी मानों के लिये रातत होता है। अतः, इन मानों के लिये हन फलों की 
सीमाओं का भी अस्नित्व होता है । 


उपर्युक्त से हम निम्नलिखित परिणाम लिखे सकते हैं: 
सीमा 


() 8 (४-०४॥ 7 | (।8& | ४: ] 
ध्जप्न 


., सीमा _ 
(॥) हा ९08 ४ ++९0५7॥ (|8। ४८: ] 
भर 
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कक || क्न्ण्यु 
(४) ३-७ हीए फऋिच्लश्ा 7 (-- ० <8< >० ) 
सोमा कि 
(५) रे ०0६7४ 5-९० 7 (-+ ०० < 8८ ००) 
[:5:8< ०० 
सीमा ह 
(५) 5९९ 7६ :-8४९९८ 7प्न या 
ऋ->9 
“ 00< 8“ -- 
सीसा मा श 
(४) 005९८ 7४5--८०६८८ (4 या 
ह->9 
"०0६ बार गण 


अब हम कुछ ऐसे फलनों, जिनमें प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलन सम्बद्ध हैं, की सीमाओं और 
सातत्य सम्बन्धी कुछ प्रइनों की हल करेंगे । ऐसे फलनों की सीमाएँ ज्ञात करने की व्यापक विधि यह है 
कि उपयुक्त प्रतिस्थापन द्वारा प्रतिलोम फलनों को त्रिकोणमितीय फलनों में बदल दिया जाता है । 


2.3 हल उदाहरण 


उदाहरण  : निम्नलिखित सीमाओं को परिकलित कीजिए : 


. सीमा छत ... सीमा 
 . निज (४) 
४7*0 ै ४-» | 
.... सीमा [--» 
(77) अं 
2४->] (९०05 7)4 
हल (7) >न्‍्न्‍शा। 0 लीजिए | 
इसलिए, जब ४-+0, 0-0 
अतः, दी हुई सीमा 
_ सीमा आंा(2॥ 0) __ स्ीमा () 
(-*»0 8 0 ()->() $]॥ (] 


लंबी 
अनिल 


(॥) >न्‍्|शा। 0 लीजिए । 


| 


ब्र 


कक 
हे 


इसलिए, जब 5४-+[, 0-+* 


2 
इसलिए, दी हुई सीमा 
सीमा  आ। 
कर या “2 8-7 ($]] 0 ) 
2. 
सीमा --8॥॥ 0 
न्न्न | #ऋ--20 


हक 


7४ ““ 2 83॥] 5: 


प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलत्तों की सीमाएँ, सातत्य तथा अवकलज !7 


टू 
अब, 0 कचखा +-» रखिए । 


इसलिए, जब हल्के 5  ॥ )!-+> 09 


अतः, दी हुई सीमा 


_ सीमा । [ “आए -ठू/2 । 


से कत) 


>> सीमा | “ “7008 ? | 
७->०| -<9» 


के 2? 
॥। ९. 
हि?! [सीमा | _ 2 (2 
७9-> 0 धो 2 9>0| . 3! १ 
है 


हर 


का ही 
_ [ सीमा 2 सीमा . » 
ह्लडा न. ५ ! 8॥7 ] 


[ क्योंकि जब 3-७0,-2 -»0 ) 


। | 


(॥) यहाँ ४९००५ 0 लीजिए । 
इसलिए, जब &४-+[, 0->0 
अतः, दी हुई सीमा 
सीमा _ --005॥) 


क-+१९५-०-। 


“>> ६0०0$87१ (९०8 0) है 





है ण्ि तल 





गे () 
(क्योंकि जब 0.-....0,-2[- 70 


#/ 
क्र >9%॥। 
गा 
रत] 
2 
'दाहुरण 2 : क्या सीमा 8707 | » | का अस्तित्व है ? 
। ->0 
/लः. माना ॥$ 90 ४ 
द 87%, यदि ४20 
तब, हे न्‍स बलि 
४ --आ। 7५, यदि ४< 0 


अब, वाम पक्ष सीमा (७ ॥8॥06 ॥॥शा.) 
__ सीमा __ सीमा क7 20 -> 
न्‍त (४) पर [भा 7 ४ 0 
दक्षिण पक्ष सीमा (780 वीक्षा0 ॥) 


__ सीमा )- पोमा की 
5 (७) रत हज #ब्ह0 


अतः, दी हुईं सीमा का अस्तित्व है । 


वाहरण 3; फलन 





है (४) तक “प्र ) 


:जञ2 पर अर्थहीन है । क्या / (४) के मान की ४८-52 पर इस प्रकार परिभाषा देना संभव छै कि 
नर्पेरिभाषित फलन ४-52 पर सतत हो जाए ? 


ले; आइए, सबसे पहले फलन की ४>>2 पर सीमा की जाँच करें। दिश्ग हुआ फललस निम्न प्रक्तार 
नया जा सकता है : 


/ (2) 5४००४ (४--2) 


ब यदि हम ४--2->४ रखें, तो जब ४-+2, 2->0 होता है। इस प्रकार, दिया छुआ फलन ००८7 £ 
जाता है और हमें इस फलन की स्तीमा की जाँच करनी है, जब ४->0 है। हम देखते हैं कि जीने 


प्रतिल्ञोम त्रकोणभितीय फलनों की सीमाएँ, सातत्य तथा अवकलज [9 


>0 -हीता है, तत्र ००८१ 2 की सीमा का अस्तित्व नहीं होता, क्योंकि ००77४ की मुख्य मान शाखा 
0१< ९047 < 5 है । 
अतः, दिए हुए फलन की बाम पक्ष सीमा का अस्तित्व नहीं हैं और इसलिए दिया हुआ फलन 
--2 पर, / (४) के किसी भी मान के लिए, सतत नहीं है । 


2.4 प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों के अवकलज 


अब हम प्रत्तिलोम त्रिकोणमित्तीय फलनों के अवकलजों का अध्ययन करेंगे तथा उनसे संबंधित 
कुछ महत्वपूर्ण सूत्रों को निर्धारित करेंगे । आपको याद होगा कि क्रिसी फलत >> (४) का > के सापेक्ष 
46 


अवकलज --.-- + 
पं 


ते) सीमा /(४--/॥) --/(») 
धर ॥->0 | 


द्वारा परिभाषित होता है, जब कि इस सीमा का अस्तित्व हो । अब हम कुछ मानक परिणामों को सिद्ध 
करेगे, जो निम्नलिखित हैं : 











“ 0 ५| न त्ख्ः ! 
(0) "पुर (भर 5) के अदा, (--।<%£<:) 
() के (९08 ४) मम (“१ < 5४ < 4) 
तर ९१/-४ 
५ |] हर | ' 
कं) नूर (कण) कह कु (“5० ८: 5४< ०० ) 
; _१ न पम्प चकन+ हल अब &० 
(४) पुर (९0।775) गला, (०-०० <&ऋ<: ८० ) 
। निकल ] 
आन ््क बा ....,६००००००००००० ध। 
(४) नर 8९०४७ ते (४:>], या £ <: -- ) 
|! कर हि | 
(४१) "पृ, (१०४०० ४) ४-८ ऑफ कक अक नहक (| >> , याहइ<ड--] ) 
उपपत्ति : 
(7) हम जानते हैं कि 
धं सीमा 807 (#-नी) --धहांत7 | 
कम की लय 5 «या मर, विनय अल से 0 कप कलह 
नकल ॥ 


माना ह77 झट) तथा कराए (४-८ ४ है । 
इसलिए, जब ॥-+0, /८-+0 








साथ ही, स्‍्म्कत # तथा &-#नल्छी (9) 

क्षतः, ग्म्ल्शा (#न#डर) ल्‍+जेचतआी (#|%&)--श॥ » 
! 

इसलिए, का (ह0 7 ७) +« सीमा ! ( 4/:) । 
ध (-+0 (शा (9 +-%) -आ। 2. 


20 गणित 











[ ; 
सीमा । हे | 
4 6 गाज 
((-+0 । ९) / ९0५ ॥ कल द्र) 
( 
है 
सीमा. 2 | सीमा 5 
लत ( । 5 | 
2 “>> 09 | 0 >+ | हद 2 “+>0 | 005 (/ न 2 | 


हु |] 
008 ७9 */[-..89779 . ४-२४ 





है भें था 7 के घतार 
वर्गमुल का धनात्मक मान इसलिए लिया गया है क्योंकि 008 9 पा में धतात्मक होता है । 


इस प्रकार, परिणाम सिद्ध हो जाता है । 


दिप्पणी : ध्यात दीजिए कि यद्यपि आआ! ५ का अस्तित्व--<<«] में है परंतु इसका 
अवशलज --- < ४ << में ही परिभाषित है । 


(7) यहाँ हम जानते हैं कि 





हु की सीमा (00577 (४--॥) --०७०४० > 
न (०0977 ४) न्‍+ ४-30 ही न किन अल नल । 
माना, ०७0४7: ४#5»४ तथा ०0873 (>-|-#) #४-+-: 
इसलिए, जब ॥->0, |->0 
साथ ही, ४5008 9 तथा ;-|-॥ 5६००४ (»--४£) 
अत३, ॥--7008 ($ नै /) -+-००8 9 
सीमा 


।५ 
सलिए, “- शक न 
दर ए्‌ (००08  ) ४.0) कर (9 - ) “(008 ]! | 


| 
_ सीमा (-->--ह& 
-+ ६ ,0--2 धगा ( रा %& आज 


प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों की सीमाएँ, सातत्य तथा अवकलज ४ । 


४. १ ।' । 
न सीमा 2 सीमा |[_ [.* 
3... आन आओ का: । हा आशाआ 4 अं 
हि हट ००२ *+9ल 3 है| »+75-] 
हे हे 2) | 2 ह 
ने पर 
( क्योंकि जब /:->0, के ->0) 
३ १८:४८ 03 अर [ ० ः 2575 >-न्‍त-+ | कल लल+ ् 
छा 9 १/--००४१ 9 /[--ेः 


वर्गमूल का धनात्मक चिन्ह इसलिए लिया गया है क्योंकि 0< # <5 में ह॥। » घमात्मक है । 
इस प्रकार, परिणाम सिद्ध हो जाता है । 


ध्यात दीजिए कि इस स्थिति सें भी हम (००४ 5) का --4<.:<| में ही अस्तित्व है 


यथ्यपि 205 “४, -7८:< -<<4 में परिभाषित है। 
(४7४) हम जानते हैं कि 

्ः पे सता [ ध्ज “>+ 74 
नएा। (ता 77४) स्य हु) | |] धा। (४-४) “7 का 7 ५ | 
तर ध्ि( ! 

माना, &॥ 75 ८४ तथा [0॥7 7 ( ४ -- ॥) व >न॑-# है । 

इसलिए, जब ॥०“*0, /-»0 

साथ ही, अचख्भाशा 9 तथा ४ व स्साआ) (9-॑-) 

इसलिए, (६5%< (9 न) -+थि।) 


रि ध्‌ सीमा 
इसलिए, -0. (या) स्ट: ! 0 32008 | 
2 6 कम कट 0 काम 





(६ ] 

>> सी भा | कग (9--०) . $त 9 

37 [ ०08 (9-6) व 

सीमा 6 008 » ००६ (9-+-£) 
ग्द् का, 008 क आा( 9 ६) ५ भं। 9 ०08 १ --/८) | 
सीमा | ६ 005 9? ०08 (»-- ८) | 
कं) ॥॥ (9--४४--७) 
सीमा ( (८ 


0.0५ था 





) >> [0०08 » 008 (9-5) |: 


लय (00989 सना “ए्त्पु 


[ 
[- छा. कक 
इस प्रकार, परिणाम सिद्ध हो जाता है ! 
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अन्य तीनों बचे हुए परिणामों की उपपत्ति इसी प्रकार दी जा सकती हैं तथा इन्हें पाठक के लिए 
छोड़ दिया गया है । 


2,5 शा खला नियम का प्रयोग 


हमने प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों के अवकलज, प्रथम सिद्धांत (॥750 छ97रणं0०) (अर्थात्‌, 
डेल्टा विधि) से प्राप्त किए हैं। अब हम यह दिखाएँगे कि ये परिणाम अवकलजों के श्रृंखला तियम 
((४७४ २०|४) के प्रयोग से भी प्राप्त किए जा सकते हैं । 


आइए फलन 
5 द ह 9न्लगी 7 
प्र विचार करें 
उपर्युक्त समीकरण से हम 
अम्न्धत 9 


प्राप्त करते हैं । » के सापेक्ष दोनों पक्षों को अवकलित करने पर, हम निम्न प्राप्त करते हैं : 


6)? 
[--00$ 9 हट ज 
४» _ । 
या, 008 है, 
[ 
के ५१--शाा ए. 
डे जज $ ( “5 «<£%< ] ) 
९४ 4०5* 


इसी प्रकार, हम अन्य प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों के अवकलज ज्ञात कर सकते हैं । 


अब हम प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों से संबद्ध कुछ फलनों के अवकलज ज्ञात करने पर विचार 
करेंगे । 


2.6 हल उदाहरण 


*. _[6 0098 ४- शा) > रे 
उदाहरण 4: यदि #9नक्षा 7 | न - शमी हो, तो ->- ज्ञात कीजिए । 
। 008 &--धभा!। 5 2१/# 
हल : हम जानते हैं कि द 
। नि 9 ४ 
। 008 ४ । 
५4 उक कआआास 
| तक 


७0०5 # 


2 मी ! ]--७॥१ 5 | 
]-+9॥ » 


प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों की सीमाएँ, सातत्य तथा अवकलज 


अतः, 44 स्स्म न | 
प्र 
उदाहरण 5 : यदि #9> "शा | 2 [ध॥7० | %५/ पे) हो, तो दिखाइए कि 
40 स्स्स लनना 54 ल है | 


व ५ --४? 
हल : हम दिए हुए फलन में ४--००५ 0 रखते हैं | तब 





अच्न्छत | 2 (07 05 9 
]--008 09 
| 2 802 ग है 
ञअछ]]| 2[(98/7 
2 005* का 
ध्ट 


न््झा 2 ध] * (काठ 

नझंत [29 - )-आं00 

म्स्ड ठ /+भंग 

ब्रज [--008? (5४: ९ [-+5४* 

लिए धए __। कि हा 3 5 2 

इसलिए, पे त्त्न्द्न कक 25१ ह_- ८7 दल कक जफ्र 
हो --४ 4/]--%) हो, तो दिखाइए कि 








*उदाहुरण 6 : यदि 7>#श।॥ 7 (:४१५/ [ 


“नमक. है । 
बट: बन बी 








ध्रड 
हल : माना मत धागा 0 तथा अन्‍|छाए हैं । 
तब, अख्मग्डत 7 (8॥ 00 [--अ 9 -+-४ं।४०५ [--७॥४ 0) 


४#६870 *(8॥] 0 008 #-+-8॥7 ए ०08 0) 
ध्म्क अा (0-४ ) ) 

न्‍्0 न 

स्ण्छी07 ४! +-877 ४ 


न 24 2.४ वि 
अतः, ब्रं५ रब [-..८१ &। [-->2 





|] 


22 गणित 


क्‍ अन्य तीनों बचे हुए परिणामों की उपपत्ति इसी प्रकार दी जा सकती हैं तथा इन्हें पाठक के लिए 
छोड़ दिया गया है । 


2.5 शू खला नियम का प्रयोग 

हमने प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों के अवकलज, प्रथम सिद्धांत (5 ण7णं]6) (अर्थात्‌, 
डेल्टा विधि) से प्राप्त किए हैं। अब हम यह दिखाएँगे कि ये परिणाम अवकलजों के श्यंखला नियम 
((हं) ॥२08 ) के प्रयोग से भी प्राप्त किए जा सकते हैं । 


आइए फलतन 
४ ह ऐब्टडात। 5 
पर विचार करें । 
उपर्युक्त समीकरण से हम 
#म्+झ) 9 


प्राप्त करते हैं । » के सापेक्ष दोनों पक्षों को अवकलित करने पर, हम निम्न प्राप्त करते हैं : 





(24 
[<--008 9 कल 
धए __ ।| 
वा, का 7 00$ 9 
[ 
“करत 
न्ज़्त्क्लत / (“7<&<]) 


इसी प्रकार, हम अन्य प्रतिलीम त्रिकोणमितीय फलनों के अवकलज ज्ञात कर सकते हैं। 
अब हम प्रतिनोम त्रिकोणमितीय फलनों से संबद्ध कुछ फलनों के अवकलज ज्ञात करने पर विचार 


करेगे | 
2.60 हल उदाहरण 


.. 008 ४-शा) 
उदाहरण 4: यदि ४9८" 8॥॥ व. हि कप त्यकअन 





| ही, तो हन ज्ञात कीजिए । 


008 #--8ा 5 
हल : हम जानते हैं कि 
[ 8 % ) 
| -+ | 
रे 00$ % 
नव) । | 
हज झा 
॥ 005 > 
।-+क्या 5 
नाप] ] ! मम | 
| -+क्ा) ४ 


प्रतिलोम त्रिकोणमित्तीय फलनों की सीमाएँ, सातत्य तथा भवकलज 


च् ध 7 ण्ण्‌द -- )| 


2०) 





20022 
ब्लड ढ़ ५ 
अत:, 204 जज. 
धर 
उदाहरण 5 : यदि ;9--8॥0 | 2 (द्वा।7 | ५ पा) हो, तो दिखाइए कि 
कि भर 

49 ० 
-- उअ+5+-+ /नचचन हे | 
धर; १ [5 है 


हल : हम दिए हुए फलन में £-->००५ 0 रखते हैं । तब 





न्मंण[_ 2 [8॥7 ।-7८08 0 
]+ ५08 0 
2 87 न्जी 
समता 27घा श 
9 7 
2 005 ठ है 
। 2 दत्ता * (थ)-2 
हा ( ग मा । 
"जय व॥ | > न्ल्ठ्ाा 0 
नन१/--००४७ 075१/[०--२४ 
के 5 7४) 2 -» )८-उ्ते 
र्साः छु, न नर +-+ नल कल 
इस[लए, पर > [४ है 25% जज 


*उदाहरण 6: यदि 7->58॥ 7 (:४१५/ [-.८१--७४ 4५/--७) हो, तो दिखाइए कि 


28॥ 2४ _ जल अत हि है । 
4 [जछी बीनलओ 
हल : माना 87 0 तथा >ख्न्‍धा। 9 है। 
तब, अल्म्शंत] / (गत 0/]--89 १ -आं।ै५ [--आंए 8) 


म्म807(9 0 ८08 /--8॥0) / ०08 0) 
न्‍तथांता 45॥ (0-४ ) | 
0-९) 
नम807 ४१ +-8॥7 > 
6.2 
धंड. 4 ]-०७ + [-> 





अतः, 


गणित 


4 
धर» 25 ] 
या, ---५ ++४ आर ध््् ही कर्क, 
धं:. ब१[-४ 4]-> 


इस प्रकार, परिणाम सिद्ठ हो जाता है। 


प्रशनावली 2. 


. निम्नलिखित सीमाओं को ज्ञात कीजिए : 
(7) सीमा (वध 7.४ ( ॥) सीमा | कल 
>> 0. 7४ ४-२ “++ (60872) 
(॥) सीमा ४८7४-०० ५ ]--२ (४) सीमा 07 * 2४ 25 
>> 0 80 * ४ 6 औ->09 पग्रा]3 & 
(0 सीमा ४([--५[--४* ) () सीमा ४“८-008 (ं॥7%) 
औननेए ([--७ (आंत 7 ४) ]--4॥ (शा 2४८) 





| 
औ ओं फिमाओ- 
' (2 
(४४) सीमा 8॥7 ४-- 2% 

7“ > 0 80 75%--2 ४7(क 80 7%)43--4 802($ 89 45८) ) 


सीमा 2... ए 
2. ०० प्ञक्षिा (८७) के मान ज्ञात कीजिए, जब 
(7) 6०0 त्तथा (7४) ०<0 है। 


3. फलन /(»), जो निम्न प्रकार से परिभाषित है, के सातत्य का ४-0 पर वर्णत कीजिए : 
/(%) <+ | 


4. जाँच कीजिए कि :८5-0 पर निम्नलिखित फलन सतत है या नहीं : 


हे 200 ]- ह* -॑- 2) 
02 (8/॥ 3053 


हक 4. जेल 
807 || | 008 र्क जब >:८0 


0, जब' #--0 


- तथा 
“ (0) 5-० 
5. डेल्टा विधि (अर्थात्‌, प्रथम सिद्धांत) से निम्नलिखित फलनों के अवकलज ज्ञात कीजिए : 


(7) आ॥7 (४५७ ), (0<5:४<) (7) स, (>क40, 27: - ) 





। रा! 
(7) ># ०0860 '»४, (» हि ] ] , (9) 8व्ण्ग्‌ काउसक ) (| थ %*<<2) 


(४) ००० (१) 
6. < के सापेक्ष निम्नलिखित फलनीं के अवकलज ज्ञात कीजिए तथा परिणामों को सरलतम बीजीय 
फलनों के रूप में व्यक्त कीजिए : 





| ) (7) 00877 (2४7--), (४>0) 


की अल ] 
(४) 9 7 (224१/[-.४) , (-त्र <&<_ कक 


प्रतिनोम त्रिकोणमितीय फलनों की सीमाएँ, सातत्य तथा अवकलज 95 





(72) ध्या्यू शत ) (-+ <४<]) (४) आए २(3४--400, ८ ५ < 5४ << जन) 








2 
(४) ०098 * (4४-30, जू- कर भी । ) (9४) (पा ठ ) न0॥ । 2 
2 + --2:% /, 
(धर) (8077 (0204 ४) +-0007 (७ 30, (न &<&४< न] 
॥ 0< ४ < ज) | (एॉंँ) 27 (2 38॥ 7-5) 
(४) ००0९३ (९/--5४--ह5) (30) ९००॥7 (०05९८ 5--0०0+६ >5) 
(22) छा 3 (822 #न॑-ध॥ >0) (८४४) व्यू ५ पे ) 
पं) इहटाा चल | | | (हां हक (रा कं चल ता, 
(दा) $ | प््(! (0<:.0<] (379) ६87] तब जज यु 0 < ४ << प्र 
हर ] 
(०४४) दा रू ला ), (८ < ४ < १) (>7) ४०० (४77 752) 


(07) ध॥ (97 5) 


- | ४/]+>४--! 84 | 
| ्यधा 7 [ 8 बल गी, तो सिद्ध ए कि जता वजप्रा 75 
7, यदि #ंध्ा ड ) हद द्धू कीजिए कि का गायक है । 
5 पा आओ [...् 
3४)]..58 | >> अर ५ लि 
पक अनड ) हो, तो सिद्ध कीजिए कि 
धर दि "९ 
बंध. ९ किओ हे । 
9. यदि #-२००४7 (2 नस सन्त 5) हो जहाँ 0 <.४<-.- है, तो सिद्ध कीजिए 


/ ; 
क्कि पा , 5 से स्वतंत्र है । 





8, यदि #स्सॉपा। । 





३ 


४ अप न कर कल नम नलनन ] + 
0. सिद्ध कीजिए कि (ध7 5 के सापेक्ष, (87 ( न नम ) का अवकलज, > से स्वतंत्र है। 








की व हैं 
।]. सिद्ध कीजिए कि जब---<»४< [, तो 80 रण हक 


८ रे #ज 
- ) के सापेक्ष, (या भू ) का 
-- ७४ [ --->१ 


अबकलज 4 है। 


ः :रर>2+लककनततततकतलककभ+ आप डे 
॥2. सिद्ध कीजिए कि «/[--४ के सापेक्ष, ४०० ् हैक अआई क ) (४>0) का अवकलज', » के 


सापेक्ष ॥] (४) के अवकलज के बराबर है। 





अर +ध 
43, यदि #चऋाशा 7 बज जा हो जहाँ 0<_ 4८< है, तो सिद्ध कीजिए से 
[६ 


स्वतंत्र है । 


26 


44. 


45. 


6. 


47. 


38. 


गणित 


उपयुक्त प्रतिस्थापन द्वारा समीकरण 
$/ [--+- ९/--9४ 55 4 (४-०) 
को प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलतनों से संबद्ध एक समीकरण में व्यक्त करते हुए, सिद्ध कीजिए 


कि १/ कार 





(3८ 


चि 6 
5 (08 >», ए 2 233 
यदि ऋच्कझांधत 7 ( लि ) ही, तो सिद्ध कीजिए कि तर -+550 है। 


हे पा: हे [ 
यदि ;$>-877 (24४4/ २-४४) हो जहाँ-- क्र < 4४ <_ प्र तो सिद्ध कीजिए 


कि 6४:८८ जहाँ 9 ++--- है| 
ब+- 5, है हा है 
_ । 3--5 008 ) 5)' 
32 7 ३ +2 अब अल ली. 27, अत 
यंदि #-८०७०08 [ आम आर यइल हो, तो सिद्ध कीजिए कि 508 : क्र है, जहाँ 
थे? ' 
04 आए 87 का है। 


2/ 2/ । 
यदि (ह॥ उन पृ-छ एवा आं। अष्त बहा छु हो जहाँ--- </<: | है, तो सिद्ध कीजिए कि 


5 हैं। 


एकक [| 


प्रतिलोम त्रिकोणमितोय फलनों के समाकल 


3, भुमिका 
इस एकक्क में, हम प्रतिलोम त्रिकोणमित्तीय फलनों से संबद्ध कुछ फलनों के समाकतों 
(708॥|8) पर विचार करेगे। क्योंकि पुस्तक ५ में समाकलत के विस्तुत सिद्धांत तथा समाकलों को 
भात करते की विभिन्‍त विधियाँ स्पष्ट की जा चुकी हैं, अतः यहाँ पर हम केवल इस प्रकार के फलनों के 
समाकल ज्ञात करने के बुछ उदाहरणों पर विचार करेंगे तथा समाकलन की विभिन्‍न तकनीकों को, 
, कुछ प्रइनों को हल करते समय, स्पष्ट करेंगे। समाकलों के मातक परिणामों को सत्य मानते हुए, जहाँ 
भी उनकी आवश्यकता होगी, उनका प्रयोग किया जाएगा । हम यह देखेंगे कि सभी प्रतिलोम तिकोंण- 
मितीय फलनों को भागों द्वारा समाकलित (0//8॥06 09 0478) किया जा सकता है। 


3,2 हल उदाहरण 
उदाहरण 4 : | ... जि 70 | का मान निकालिए | 
हुल ; ॥॥ 7.६ को प्रथम फलन तथा | को द्वितीय फलन लेने पर तथा भागों द्वारा समाकलित करते 


पर, हम [| भय 3 -- | पी आ (४ प्राप्त करते हैं। अब फलन कर की समाकलित 
करते के लिए हम ]--.४-:४* रखते हैं, जिससे 3४४०४--४धंट* है । 


* धान दीजिए कि (/((६)४४६ के प्रकार के सप्राकल में ४5२४ (2) के प्रकार का प्रतिस्थापन 
इस समाकल की (/(७(2) )४ (2)/£ के प्रकार के स्माक्तल में परिवर्तित कर देता है । दूसरे शब्दों में, 
इस प्रतिस्थापन के कारण हमें मूल समाकल में संकेत (४ को ४ (2) 68 से बदलना पड़ता है । संकेत ४४ 
तथा ॥ (2) 42 फ्मशः चेर ४ तथा फलने ॥(2) फे कवकल (ऐरंीथिश्ा॥8) कहुलाते हैं। “अवकल 
समीकरणों” ([्षणा।॥॥ ॥4008॥0॥9) दे एकक में अवकल की संकल्पता के विषय में अधिक विस्तुत' 
हप ते बताया जाएगा | इस समय आपको कैवल इसना याद रखता है कि फलन /(४) का अवकल, 
जिसे संकेत ४/(५) से निरूपित करते हैं, .४ के सापेक्ष (४) के अवकलज तथा स्वतंत्र चर .४ के अवकल 
(जो कि वास्तव में अपनी वृद्धि (५० के बराबर है) के गुणनफल के रूप में परिभाषित किया जाता है, 
भर्थात्‌, (/(४) +5/ ४ (४)४४ है। उपर्यक्त प्रतिस्थापन | --.(१--४१ में, हमने वास्तव में समीकरण के 
दीनों पक्षों में उनसे संबद्ध चरों के सापेक्ष अवकल लिए हैं। प्रतिस्थापत के प्रत्येक प्रश्न में आपको इसी 
विधि का अनुसरण करना चाहिए | 
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अप दधंद्र 
20 76 अल दिए 
सन पट 
ध्ल्द्र८ 
२5%/ [--४१--८ 


अतः, ॥<+» आंत “४--५/ [-- २24-८ 


इसी प्रकार, /0087 #& 4४ का मान ज्ञात किया जा सकता है । 


टिप्पणी : समाकल के अंत में जोड़े हुए स्थिरांक ८ को समाकलन का स्वेच्छिक स्थिरांक माना 
जाएगा। 


उदाहरण 2 : [₹| 77 > ८: का मान ज्ञात कीजिए । 


हल : भागों द्वारा समाकलित करने पर, हमें निम्न प्राप्त होता है : 
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उवाहरण 3 ; [-+[86० 7४ ०, (४->]) का मान ज्ञात कीजिए । 
हल : भागों द्वारा समाकलित करने पर, हमें निम्न प्राप्त होता है : 
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र्थ 
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समाकलित किया जा सकता है। निम्नलिखित उदाहरणों पर विचार कीजिए : 
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उदाहरण 4 : ॥ ध, पक )०४ का मान ज्ञात कीजिए । 


हल ; आइए समाकल को से व्यक्त करें । 
रम्स था ॥ रखिए, जिससे (६०-४८०१ 0 4 0 है । 
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जहाँ ८“-८---& एक स्वेखल्छिक स्थिरांक है । 


उदाहरण 7: सिद्ध कीजिए कि 25 व है । 





१/ पट 
हुल : हम 80 7:( न () 
रखते हैं । 
धर 
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द । हैं मे हे 
हम देखते हैं कि 0 तथा कह सीमाएं हैं । अब () से £ की तदनुरूपी सीमाएँ ज्ञात करनी 


प्रतिलोग जिकोणमितीय फलनों की सीमाएँ, सातत्य तथा अवकलज 3] 


है म हैः ] 
हैं।हम () मे देखते हैं कि जब ४:50, तथ 7--0 है तथा जब अलताठ * पैंबे 2न्त -ह है । अतः, 


पर 


मै ] न 
[ 9 लि कि | 0 2 | हि | 6. 7 
र आप 4 
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टिप्पणी : उपयुक्त निश्चित सम्राकल, पहले » के पदों में अभिश्चित समाकल ज्ञात करके फिर > 


सीमाएँ हे श 
की सीमाएं 0 तथा->- रखकर भी ज्ञात किया जा सकता है। अधिकतर अन्य निश्चित समाकल 
की भी इसी प्रकार ज्ञात कर सकते हैं । 


*+उवाहरण 3 : प्रथम चतुर्थाश (478074॥) में, वक्त (०प्राए७) #न्ू+००४ 7६%, 0<9 <+ तथा निर्देशांक 
अक्षों द्वारा परिसीमित क्षेत्र (90990860 76ह0॥) का क्षेत्रफल (870०8) ज्ञात कीजिए । 


हल : क्योंकि ८८5] पर ०0४77./:50 है, अतः दी हुई वक्त ४-अक्ष को ८5] पर काटती है । 
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2. सिद्ध कीजिए कि 
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] 
3 | (00$ 7.2)? 6५४ का मान ज्ञात कीजिए । 


() 
बेस का हा यम में न पे 
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क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए । 
5. प्रथम चतुर्थाश में, वक्त 7->5०0०07%, 0<»बक, निर्देशांक अक्षों तथा रेखा >ब्ऋ द्वारा 


परिसी मित क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए | 


अवकल समोकरण और उनके हल 


एकक [५ 


अवकल समोकरण 


4.] भुमिका 


आपको याद होगा कि पिछली कक्षाओं में हमने बीजीय तथा त्रिकोणमितीय समीकरणों का 
अध्यम्न किया था। हमने इनके हलों को ज्ञात करने की विधियों तथा इनके ज्यामितीय महत्व के बारे 
में भी अध्ययन किया था। इस एकक में, हम एक भिन्‍न (शीशिआ) प्रकार के समीकरणों के बारे में 
अध्ययन करेंगे जिन्हें अवकल समीकरण (तातलाहं॥। ०वृष॥०॥5) केंह्ा जाता है। ये समीकरण 
भोतिक विज्ञान, जीव विज्ञान, इन्जीतियरी तथा सामाजिक विज्ञाम के अन्तर्गत अनेक प्रकार की स्थितियों 
में हमारे सम्मुख उत्पन्न होती हैं। अवकल समीक रण की परिभाषा देने से पहले, हम यह स्पष्ट करेंगे 
कि शब्व “अवकल (लिशा।॥|) से हमारा क्‍या तात्पर्य है । 


4.2 अवकल 
आइये एक फलन ॥<5/ (४) पर विचार करें। 5 के सापेक्ष (४) का अवक्लज /' (५) है 
तथा हम 
सीमा /$] की) 
लिखते हैं, जहां ७४ तथा (७७ कमश: » तथा » में छोटी बृद्धियां (0॥708) हैं। ऊपर से यह 
निष्कर्ष निकलता है कि 


८2 (५) +& 


जहां &, ५: | जिसे अनंत सुक्ष (॥008॥॥)]) कहते हैं | का एक फलन है, तथा जब (३ .४->0, तब 
6-0 है । 
अतः, (00 ४ ता (0) /0४+-४ /७ ५ 

क्योंकि & तथा (५४ दोनों बहुत छोटे हैं, इसलिए इसका गुणनफल #& /3७, गुणतलफल 

//(५) /४४ की तुलना में एक उपेक्षणीय राश्षि होगी, अर्थात्‌ इसे छोड़ा जा सकता है। इसलिये, भाग 

(४) 0४ को /५१ का मुख्य भाग (फापंशलंएढ्नी 08) कहते हैं। मुख्य भाग / (४) 0७४ के 

फलन )«६/(>) के जवकल (कशिशाशत्ष) के रूप में परिभाषित किया जाता है तथा इसे चिन्ह (९ 
से निरूपित किया जाता है। अतः, 

पर जय (5) ० (|) 
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अब हम स्वतन्ब चर (00कशातपंणा। र्थापक्ष)०) 5 का अबवकल ज्ञात करेंगे। हम (।) में 
सा (४) 55४ रखते हैं। क्योंकि // (५४) -+| है, इसलिए () से हम 
धैएनन (3 ४ (2) 
प्राप्त करते हैं । इस प्रकार, स्वृतन्त्र चर ६४ का अवकल उसकी वृद्धि 2४७5 के बराबर है । 
(]) में ५४-54 रखने पर, ह 
0५-5६ (५)0०५ (3) 
प्राप्त करते हैं। अत: किसी फलन #॑ईह) का अवकल, उस फलन के अबकलज तथा स्वतन्त्र चर के 
अबकल के गुणनफल से परिभाषित होता है । 
यदि हम फलन 9-5 (») के अवकल का अवकल लें तो इस अवकल को द्वितीय क्रम का अवकल 
(8९८णात 000 तांलशिशाएत्र ) कहते हैं तथा इसे ४०29 से व्यक्त करते हैं । इस प्रकार, (०४४) स्व 
है । इसी प्रकार, तृतीय, चतुर्थ इत्यादि क्रमों के अवकल परिभाषित किये गए हैं तथा इन्हें क्रमश: ४9, 
धं।9, इत्यादि से व्यक्त किया जाता है । 
टिप्पणी : ऊपर (3) से हम देखते हैं कि 
('(5)०- हा >> ? की अवकल 
४ | का अवकल 
अतः, किसी फलन के अंबकलज को दोनों अवकलों का अनुपात (#&00) माना जा सकता है । 
धर) 


इस बात से आइचर्य हो सकता है कि हम एक ही संकेतन कि को दी भिन्‍न क्षर्थ दे रहे हैं । 


अवकलज की परिभाषा देते समय हमने इसे अनुपात ्टे की सीमा, जब /६.७->0 है, के रूप में 


& ध्‌ | 
परिभाषिप्त किया था। इस प्रकार, इस सीमा को व्यक्त करते के लिए हा को एक संकेत (एक अनुपात 
नहीं) के म्प में लिया गया था। अब हम उसी संकेत को एक दूसरा अर्थ दे रहे हैं, अर्थात्‌, उसे दो अब- 
कलों का अनुपात मान रहे हैं। इस अम को दूर करने के लिए कुछ लेखक, अवकलों के अनुपात की 


है ४५... है ५ 
रे निरूपित करते हैं तथा संकेत का को केवल अवकलज के लिए रखते हैं। परन्तु जैसा कि हम 
लि ब 


ै ने ह ग। भें दम 
देख चुके हैं कि दोनों अवकलों का अनुपात, अवकलज रा के समात्त है, क्योंकि इनमें से प्रत्येक / (४) 


के कक क्त ह्ढ रथ कण १ #. ] ल 
के बराबर है । इसलिए यदि हम दोनों के लिये एक ही संकेत दा का प्रयोग करें, सो किसी प्रकार थने। 


है 


अम की कोई सम्भावना नहीं है । 


4.3 अवकल समीकरण की परिभाषा, क्रम तथा घात 


अबकल समीकरण एक ऐसी सम्तीकरण होती है जिसमें अवकल या अवकल गुणांक (अवकलज) 
सम्बद्ध होते हैं। कुछ अवकल समीकरणों के उदाहरण निम्नलिखित हैं : 


2४ स््शा 3 
हक () 
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अध्ययन को सुगम बनाने के लिए, अबकल समीकरणां को उनके क्रम (०१९) तथा घात 
(९87९९) के अनुसार वर्गीकृत किया जाता है । एक अवकल समीकरण का क्रम उसमें निहित अधिकतम 
अवकलज या अवकल का क्रम होता है । इस प्रकार, समीकरण (]), (3), [4), (6) तथा (8) प्रथम 
क्रम (गरि5 णतेश) की हैं जबकि समीकरण (2), (5)तथा (7) द्वितीय ऋम (5०९०७ 07007) की हैं । 

एक अवकल सम्मीकरण की घात उस समोकरण में अधिकतम ऋ्रम चाले अवकलज (या अवकल) 
की घात* होती है जबकि उस समीकरण को अवकलजों के सन्दर्भ में करणी (ए४व0॥|8) तथा भिनतों 
([74८४०॥७) से मुक्त कर लिया गया हो । 


अबकल समीकरण, () , (2), (3) और (4) प्रथम घात (गा 0०९४7९४) की तथा समीकरण 
(5), (6), (7) भीर (४), द्वितीय घात ($5९८०४व)ें त९97९०) की हैं। इस एकक में, हम केवल प्रथम 
धात की कुछ विशेष अवकल समीकरणों के बारे में ही अध्ययन करेंगे । 


4.4 अवकल समीकरण का हल 


अवकल समीकरण 

4) 

पड 

पर घविचार कीजिए | हम देखते हैं कि 9.७४, # -3४-०।, #.. 30-०2, इत्यादि, इस समीकरण को 
सन्तुष्ठ करते हैं। हम कहते हैं कि ये इस अवकल समीकरण के हुल (005) हैं। व्यापक रूप में 
>ल्|उ>2--४, जहाँ 2 एक स्वेच्छिक स्थिरांक है, इस समीकरण को सन्तुष्ठ करता है। हम कहते हैं कि 
'_+3»--० उपयुकत अवकन्न समीकरण का व्यापक हुल (8शाशः्रं 50060) है। ८ के विभिन्‍न मानों 


+ 9 


+एक अवकल समीकरण में अधिकतम क्रम वाले अवकलज (था अवकल) की घात उस अवकलज (या 
अवकल ) का अधिकतम धत्तात्मक पूर्णांकीय घातांक (90॥9७ वरध्टा/॥। ७४००॥०॥१६) होती है । 
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से प्राप्त हलों को विशिष्ठ हल (एन्नापांट्णाब्रा 5ऐेप्राणा७) कहते हैं । इस प्रकार, यह स्पष्ट है कि एक 
अवकल समीकरण के अनन्त हल हो सकते हैं । 
आइये एक द्वितीय क्रम की अवकल समीकरण 


पर विचार करे। यह समीकरण 
छच+े #-शां >, 
४95-2४--शं]॥ >४+-7, 
9४5७-३७८--७॥॥ 7-5, 
इत्यादि द्वारा सन्तुष्ट हो जाती है । 
व्यापक रूप में, 
9७5८/४--७४७॥) >रन-८५ क्‍ 
जहां ८; तथा ०; दो स्वततन्त्र+# (धातशाभातशा।) स्वेच्छिक स्थिरांक हैं, दिये हुए अवकल समीकरण की 
संतुष्ट करता है । स्पष्ट है, /--5८५० --आं॥ ४-८५ उपर्युक्त अवकल समीकरण का व्यापक हल हे । 
एक अवकल समीकरण के हल को, उस सम्रोकरण के चरों को सम्बन्धित करने वाले ऐसे सम्बन्ध 
से परिभाषित किया जाता है जिसमें उनके अवकलज न हों और वह दी हुई अवकल समीकरण को 
सन्तुष्ट करे, अर्थात्‌, जिससे दी हुई अबकल समीकरण, तकों द्वारा प्राप्त की जा सकती हो | 
उपर्थक्त उदाहरणों से यह स्पष्ट हैँ कि किसी अवकल समीकरण का हल, जिससे स्वतस्त्र 
स्वेच्छिक स्थिरांकों की संख्या अवकल समीकरण के क्रम के बराबर है, उस अवकल समीकरण का व्यापक 
(या सम्पूर्ण) हल होता है । 
व्यापक हल के स्वेच्छिक स्थिरांकों के विशिष्ट मात्तों से प्राप्त हुल अबकल समीकरण का एक 
विज्ञिष्ट हल होता है । 


4.5 अवकल समीकरण हल करने की विधि 


पिछले अनुच्छेंद में हमने कुछ अवकल समीकरणों के कुछ हलों के बारे में विचार किया था। अब 
हम इसकी विवेचना करेंगे कि ये हल कैसे प्राप्त किये जा सकते हैं। वास्तव में, विभिन्‍न प्रकार के 
अवकल समीकरणों के हल ज्ञात करने की कई तकनीक हैं। हम यहाँ पर केबल तीन सरल प्रकार की 
अवकल समीकरणों (या अवकल समीकरणों जो सरलता से इस प्रकार की समीकरणों में बदली जा सकें) 


*#अवकल समीकरण के व्यापक हल में दो स्वेच्छिक स्थिरांकों को तब स्वतन्त्र कहा जाता है 
जबकि इस हल के समतुल्य कोई ऐसा सम्बन्ध प्राप्त करना बिल्कुल संभव न हो जिसमें स्वेच्छिक 
स्थिरांकों की संख्या पहले से कम हो । उदाहरणाथं, हल ४-|-०८८॥॥ (८9)) में दोनों स्वेच्छिक स्थिरांक 


० और ८, स्वतन्त्र नहीं हैं क्योंकि इस समीकरण को ८५७-८5८०" ८४, अर्थात्‌ />-5.4०४" (जहाँ 4-- 


| #] 
द्ू है) के रूप में लिख सकते हैं और इसमें केवल एक ही स्वेच्छिक स्थिरांक 4 है। 
9 
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के हल ज्ञात करने तक अपने को सीमित रखेंगे । ये नीचे दी जा रही हैं : 


40 अग  2 | 
का () 
प्र 

दि ४0050) मु 
240 हे 

7 पा (3) 


() के प्रकार की अवकल समीकरण का हल* प्राप्त करने के लिए, हम पहले समौकरण के 
दोनों पक्षों का अवकल ६ से गुणा करते हैं, जिससे 
4/३8७7 (0) 8९ 
प्राप्त होता है। फिर हम व्यापक हल ज्ञात करने के लिए, दोनों पक्षों को समाकलित करते हैं। इस 
प्रकार, () का व्यापक हल 
»न॥ 7 (६) (0४--८ 
से दिया जा सकता है, जहाँ ८ एक स्वेच्छिक स्थिरांक है । 
(2) के प्रकार की अवकल समीकरण का हल प्राप्त करते के लिए, हम पहले समीकरण के दोनों 
पक्षों को ०६ से गुणा करते हैं तथा फिर इसकी 
हा प्ज (.) ४ (4) 
के रूप में लिखते हैं। हम देखते हैं कि सभी व्यंजज जिनमें » है एक पक्ष में हैं तथा वे जिनमें & है, दूसरे 
पक्ष में हैं । हम कहते हैं कि हमने चरों को पृथक्‌क+ (इ८[४7४0०) कर दिया है । अब हम (4) के दोनों 
पक्षों की समाकलित करेंगे, जिससे हमें मिम्न हल प्राप्त होगा : 


| 2 ब्द्ा | / (3) ४--८ 
(दोनों पक्षों में दो स्वेच्छिक स्थिरांकों को जोड़ने की कोई आवश्यकता नहीं है, क्योंकि इन दोनों 
स्वेष्छिक स्थिरांकों को संयोजित कर एक नया स्वेज्छिक स्थिरांक प्राप्त किया जा सकता है।) 


(3) के प्रकार की अवकल समीकरण, जो एक द्वितीय क्रम की अवकल समीकरण है, को निम्न 
प्रकार से एक प्रथम क्रम की अवकल समीकरण में परिर्वातित करके हल किया जा सकता है : 
माना, ० अर | (5) 
6 
क्योंकि ७, ,४ का एक फलन है अतः » भी ४ का एक फलन होता चाहिए । (5) के दोनों पक्षों को ४ के 
सापेक्ष अवधकलित करने पर, हम' 





*जब तक कि अन्यथा कहा तन जाए, आगे शब्द “हल से हमारा तात्पर्य “व्यापक हल" से होगा । 
क+कछ लेखक इसे “चरों को पथक करने की विधि” (हशया0्त 0 डइशुक्रभाणा ० प्रश402९5) 
कहते हैं । 


40 गणित 


कक 
धर... ४ 
प्राप्त करते हैं। अतः, दी हुई अवकल समीकरण 
मी क] 
हो जाती है। इस समीकरण के दोनों पक्षों का अबकल 6&% से गुणा करने पर, हम 
धरा (3) धं> 


प्राप्त करते हैं। इसे समाकलित करने पर, हम 
शस्त्र (>>) 4४-+-५ 
वनः9(>)-++० द (0) 
प्राप्त करते हैं, जहाँ ४(४) >+# / (>) 4» है तथा ०, समाकलन का स्थिरांक है । 
(5) से » का सान् (6) में रखने पर, हम 


“>ऊपा त्त9 (४ ) ०] 


प्राप्त करते हैं। इस समीकरण के दोनों पक्षों का अवकल 4» से गुणा करने पर, हम 
ध/--4$(2) 4--० व: 
प्राप्त करते हैं । पुन; समाकलित करने पर, हम 
955/४ (+) 45% -- ०४४०४ --८५ 
२+०(3) +व्छन॑० (४) 
प्राप्त करते हैं, जहाँ ५(४)5-5/४(:४) 4४ है तथा ८ समाकलन का स्थिरांक है जो ८ से स्वतस्त्र है । 
समीकरण (7), दी हुई अवकल' समीकरण का बाँछित व्यापक हल है । 
' टिप्पणी : हल ज्ञात करने की उपयंकक्‍त विधियाँ अवकल की. संकल्पना पर आधारित हैं। 
4.) 
वंड 
है । क्योंकि समाकलन (776878007) को अवकलन (तांगि॥७४॥9॥07) के प्रतिलोम (7५675७) के 
रूप में परिभाषित किया गया है, अत: यह निष्कर्ष निकलता है कि यदि 


33 कप को अवकलजों के संकेत मातकर भी इत भवकल समीकरणों को हल किया जा सकता 


6.7... न 
समा (») ही, 
तो ' »च्||[ / (७) 4४ 4-८ होगा । 
साथ ही, यदि “+ ५5४४ (>]) 
. & / ८४५ )__ 
अर्थात्‌, यदि का पर ) / (४) 
तो . ना नन्‍ताज (उ)कंन+-ल 


(>) +-८, होगा, 


कल गमीकरण 4 


जहाँ, 2 अल 0 0 805 )क्ध है । 
इसलिये, 09% कक ) --० | 4.४--८५ 
२ (४(०) 4४-- (४ -|- ८५ 
8४ (5) ७-८५ 


जहाँ ४६ 5 कट ले । 

4.0 हल उदाहरण 

उदाहरण | : अवकन समीकरण छान धा ज्स्त को हल कीजिए । 
६4. जा हि 


हल : समीकरण से, हंम 

हि श्र 
लत] 
प्राप्त करते हैं । दोनों पक्षों की समाकलित करने पर, हम 


४05 - पर 








या, लय है ॥( ४४) +८ 
प्राप्त करते हैं. जहाँ ० समाकलन का स्थिरशांक है । 


५७ रु 
उदाहरण 2 : जा व्यक्त (६ 00४४0--.४ ट० को हल कीजिए । 
(.ए 


हल : दोनों पक्षों को अवबकल' ८४४ से ग्रुणा करने पर, हम 
(9 न (आी%ए ७०80 --5 ४०) (ए 

' प्राप्स करते हैं। दोनों पक्षों को समाकलित करने पर, हम 
व/-< शंबीए 00520 बह -- [४ €त:९ 
प्राप्त करते हैं । ं 

अब, झारए ए0$5%0 तर्--+ह ( [--0०४१४) ९0४7४ झत २ धर 

। प्य (00545 ध॥ 5 ध॑४-- 009५2 शा। 5 व: 
माना ००४ #-न हैं। इसलिए --8॥॥ 5४ तं४># था होगा । 
इसलिए, (॥॥% 008% त।(----+ [74 ३ [447 
2006 “(४ 


साथ ही, ##८धं::८४४४-- | ,९९४:८.. (भागों द्वारा समाकलन से ) 
नन्जे6ी -- 
प्न (ख-- )6४ 
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अत: वॉछित हल 





6 / 8 कि श 
है पी 4 मा बे रा न (४-- ॥ ) ८४ न ॥#॥ है | 
उद्याहरण 3 : 50. “/ को हल कीजिए | 
धर&... डा“ -+-0००5१४ 


हल : हम दी हुई समीकरण को निम्त प्रकार लिखते हैं : 


धं: 


0 पक 
१५ 8777:/-- 0087: 


दोनों पक्षों को समाकलित करने पर, हमें निम्न प्राप्त होता है : 


80 ६ -+-९0$7.४ 
728 
(85६ |-0082%)*--- 28[725 005+: 


| 
| 
गा 
| 
| 


अर्थाते, हर 


8१222:--00$22४-- ४525 








8522 -+- $9॥52 5 
पा! | 8९02: धर 
| -+ 827 
8॥ 25 >ल्‍्ड रखिये। अतः, 2860225 4:४-- धेंड होगा । 


इस प्रकार, .._ अल । 2 की 


अब, 2--«/ 268॥ 0 रखिये | 
इससे, 42--५१/ 2 8००९) ८0 होगा । 


इसलिये, हम ड| __$०02840 _ 
क्‍ / ४ 2 | उठ छाप 


। [6 ४९०११ 4४० 0 
2 86040 न्तल्त्रा/ 


5 कक 25 2026 / लत 28 
का 0ल्‍कधा] 7 । ज््् अआाद्वाा * (2 ला ) है | 
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। 
है “: (पा) 


( छ 2 ४ 
भी 2, 


95 ) न ह 
उवाहरण 4 : निम्नलिखित अवकल समीकरण को हल कीजिये : 
५४(9--) ध.४+ ४ (७ -)47 ८0 
| ध्यान दीजिए कि दी हुई अवकल समीकरण, समीकरण 
केक 
पं 9४(४-- ) 
के समतुल्य है, जो अनुच्छेद 4.5 में दी हुई समीकरण (2) के प्रकार की है ।] 


हल : चरों को पृथक करने पर, हम 


० हि / 
नए धर मम कण. ऑआन-+ १ 
--| श-+] 


प्राप्त करते हैं। इसको समाकलितस करने पर, हम निम्न प्राप्त करते हैं 





॥४--«] -- | >>] -|-] 
या, 4722 नन तन 0 मे कान है 2 ननन३+>>+ ++त% ही 
| पा कक] 
१४-.- | ((ए हट रपट 
3 आम 2 आम 8. 
#>- | फ्र््ज 3०] हतत 


या, (न ])600-वा | ॥न्य | नत++/ (5--। )४४--॥॥ | ४-- | 
या, एक | ४9-+ | स्नान “४-० | ७--] | +८ 


या, धान --2 (४-०) 2 | (४--] ) (४/---7) | 5"5205८/८ (माना) 
जो वॉछित हल है । 


उदाहरण 5 : निम्नलिखित अवकल समीकरण को हल कीजिये : 


४84 छा) 
बंगए जर कद 
प्‌ 


( न 
बक्रि प्रतिबंध यह है कि जब ७ ४), तब ( ल0 तथा 0 हैं। 
हल : दी हुई अवकल समीकरण के दोनों पक्षों कों समाकलित करने पर, हम निम्त प्राप्त करते हैं : 


८ 


पन्ने जे बात 5 ते. 
धंड ! 


सम जा 008 ह-3> 2, 205 5 धरड ( भागों द्वारा समाकलन से ) 
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नतझाओं 6008 0नै-2[७ धां। --|आं। 5 /४ | (पुनः भागों द्वारा 
समाकलन से) 

स्‍्ः-न्आा 005 एन 2०5 ४0 ४+--2008 उ>न+ल 

28५ 


जब है की _ ह ॥ तब हा स्लःह) है | इसी लिये, ('] स््य+-+ 2 


र्ध , 
अतः, न स+-+२+ 005 2.४ शी ४न-2005$ 0-2 
हित 


पुनः समाकलित करने पर, हमें निम्न प्राप्त होता है : 


अन्न 0085 बं७न-2[- 87 | तं४+-2008 5 त॑५---2/ व 
अब, (८ ०03 ४ # 
नम? 8 --]| 2. 8] हज व 
न्न पे 8॥ (--2[-.४ ०08 ४-+5.०08 .४ 6.४] 
न्म्ज्ो ही 02.0 005 (>-टैशी ४ 
तथा [४ शत & वें४++--४ 005 ४--॥०05$ ४ ४ 
न्+--.४ 008 ४+शा ४ 
अतः, अख्या++ओ भगत >--2.0 008 ४-+-टे ४ ४--2-४ ५08 ४--४ $॥ ९ 
--28॥ ,(--2.४+- ९५ 
स्म्न्गओ 8 ०-4७ ९८08 0 40 8 .--०2.0+९५ 
जब ४-50, तब 797८0 है । इसलिए ८, ::८0 
अतः, ४955 [6-3 ) 8 ५--4४ ०08 3-2. 
जो वॉछित हल है। 
ध्यान दीजिए कि यह एक विशिष्ट हल है, क्योंकि इसमें कोई स्वेच्छिक स्थिरांक नहीं है । 
उदाहरण 6 : एक कण (70008), जिसका प्रारम्भिक वेग (ए७०००) ४ है, स्वतंत्रतापुर्वेक गुरुत्वा- 
क्षण (8#णा9) के अन्तर्गत एक स्थिर त्वरण (0०८|७/४0॥) 8 से नीचे गिर रहा है। समय / पर 
कण का वेग » तथा उसके द्वारा चली गई दूरी & ज्ञात कीजिए । 
है ५ हि ६8 (०७ ः 
हल : हम जानते हैं कि समय / पर, कण का वेग तथा त्वरण ऋमशा: कु था ढारा व्यक्त कए 
जाते हैं। क्योकि गुरुत्वाकर्षण के अन्तर्गत स्थिर त्वरण 8 है, अतः हमें निम्न प्राप्त होता है : 
ध्ंःःः ( | 
पश ल्न्छ्ु ) 
(!) को समाकलित करने पर, हम 
धरे 


“सम 277--८ 
(4 6 के 


है धर भें 
प्राप्त करते हैं। जब /--0 तब जात है, क्योंकि कण का प्रारम्भिक वेग £ दिया हुआ है । 
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इस लिये . (चना 


इस प्रकार, सह -॥/ ( 2) 


जिससे कण का किसी समय / पर वेग 9 प्राप्त होता है । 
(2) को समाकलित करने पर, हमें 
४न|" ट्रं ध/-+४ थी 


घ्थ्य्ट 8! नि पा हो (9 


2 $ 
प्राप्य होता है । जब 7:-0 तब &£<0 है, इसलिये ०5८50 है । 


[ 
अतः, स्पा पी 78 


जिससे किसी समय / पर कण द्वारा चली दूरी ४ प्राप्त होती है । 


प्रसनावली 4, 
. निम्म में से प्रत्येक अवकल प्रमीकरण का क्रम तथा घात ज्ञात कीजिये : 
(४ ध 
५. जन्‍त-+ +»« न्ल्ल् ५ 
(/) हु 7/48 ! 6 
( 8 ) रथ | - चुट ता - | रथ । . -]/४ (' ० () 


( त ॥! (५७ 
(। पटक ) ३५ बनना» “7 [) 
| ) (री गा (९ ह 


द आशा लक ५ ता १! 
।(क्‍ |/) 709 न ५ कप न /*, जहाँ / ८ 
। पर 

धर .. 3 

तैए.. 6॥ 

(९ 


2. जाँच कीजिये कि ॥--४-- | 0), अवेकल समीकरण 
(४-0 तए--(॥४--%४१)/ 5०) 
का एक हल है । 


3, जाँच कीजिए कि ९ के प्रत्येक मान के लिए, 05८ (४४--४) ॥॥ (८४), अवकल समीकरण 


पु थे 
(20-०४) 9-० (32--] ) >स्|५---2:४ --४ को संतुष्ट करता है, जहाँ » रू पा है । 
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4. जाँच कीजिये कि #55८४----- तथा #्म-465 दोनों ही अवकल समीकरण 


ध्रंछ 28% हु 
शी ल  अड ८ --> को संतुष्ट करते हूँ । 
कक आय ह 


429 [ धर) ) हा 
आस्सस पाएज- 4 
5. दिखाइये कि यदि ,>-5.42 . हो, तो 7 जप हीगा । 


20 धर ] 
6. दिखाइये कि यदि >>->० हो, तो “72 ०७ [ 2+--- ) होगा । 


7, निम्नलिखित अवकल समीकरणों में से प्रत्येक का व्यापक हल ज्ञान कीजिये : 


(४) हल लय +-- (7) हल म्ज्जव]) 

(7) (!+00$ ४) 479+(]--००0$ >) त॑५ 

; _42 ली 3 4) ३ 5 2 
। ला बए ० लत या 


कम 5)-2- कप अप कप 


(शा ) कल 20970 8॥॥$४ +- ५ 27 --] 


(/४॥) (>+2) 7 "50+47-9 (7४) (४१--॥) का 
(%) ब.४२(2४-+-2-0+-2) 49 (ध). शायर की च्आा 4 
(७7) (४”--९ ०“) पक ८* (अंत) १/]--४४ ॥फच्नज्न व 
(79) ब/-+->27 47८5-5० तं, (0४) ४) (9-4]) 4) स|ञ(.४४+०])) 4४ 


(29४) ((--०१) 49-+->) बंएन्स>फ ४ धं. 
(जय) (.४--७ २) 2/+-(9४-+- ४१५०) ४0०50 


न! 
(»0ा) न बम &४+2 
प्र 


- (जांड) ४९०१ च्रा 9 बं:न-8९०१४ ६ 450 


4) हि 
(2) क्लंत्र "४ पा | (५८) क्‍ (2.४) 4-2... 
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+ श रे धं29 
ही न आए लाए 7 |[ इड्ी)) >-उ5दासताहए ? २ 
| ]. ६४2४ 429 
ही चने जया स6 क्ती, 00४ अन्दर 7 । 
'  ड (2000) हम 
459 40:80 
पी) >->5-77००08 3-४ 9$]] 3.४ अर +प्रान्याशएँं रे 
23332 पड जा ४ ! 4.९६ 


| 


( अप ) तू 8080९ 


/) ( 
8. अवकल समीकरण ॥|॥ ॥ ता ) -> 3:0--49 का विशिष्ट हल जीते बीजिये, जबकि दिंया है 


कि ५४४८0 होने पर 750 है । 
9, 8॥॥ गा ) >->6 की विशिष्ट हल शत की जिये, जबकि यह दिया है कि ४5२0 होने पर 


हस्त हैं । 


पं 


0, पी नच् की विशिष्ट हल ज्ञात कीजिये, जूबकि यह दिया हैं कि अस्ः0 होने पर 


हल हैं। 
2) ५ 
[, यदि हस्त तह [ जा ] हो, जहां # एक शुच्येतर पूर्णाक है, तथा यदि >स्सण होने 
7 हा है | 


प्र हा >>) और 3८0 हैं, तो उपर्यकत अबकल समीकरण का विशिष्ट हल ज्ञापे कीजिये । 
कि 


4९ 
42. किसी वस्तु की बताने की उपांत लागत ( जाग ००४) ० (४) _+ 'कूटर ४5) 58 


द्वारा दी गई है। यदि ((0)77)09 दिया है, तो संपूर्ण लागत फलन (+008| ०098 [090[07॥ ) 
०४) जात कीजिये । 

3. ठण्डी होती हुई किसी वस्तु की तापमान ( (आग?क्षक्वाएा/8) 7; लिस दर से गिर रहा ह्ठै 
बहु अंतर (5 के समानुपाती है, जहाँ & परिवेश माध्यस (8077०प५|78 70९0|एा४ ) 
का स्थिर तापमात्त है | 


7 का 


इस प्रकार, “टू कप (5) क्‍ 
है, जहाँ & (220) स्थियंक हैं तभा / समय है । यदि यह दिया है कि 2 (0)₹7“ है, 
तो उपर्युक्त अवकल सप्तीकरण को हल कीजिये । 


44, मनोविज्ञान ( 93५०० ०४५ ) में, उद्दीपत अनुक्तिया (8४एणो४१ ए८४00786) की एक मॉडल 
(77006) यहेँ दखाता है कि उद्दोपन (8पप्रण७४) के सापेक्ष प्रतिर्क्रिया (788०० ) + 
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के परिबर्तेत की दर, & के व्युत्कमानुपाती (॥एआ$णेए ७/0907709/) है, अर्थात्‌ 
मी. 
धर. $ 
है, जहाँ ८( 7>0) कोई स्थिरांक है। उपर्यृकत अवकल समीकरण को हल कीजिये । 
5. प्रतिरोध (#688/8708) तथा स्वप्रेरकत्व (8थनिएतप८क्षा००8) वाले विद्युत परिपथ 
(९6८४४० ०7०ण्रा) के लिये विद्युत-वाहुक बल (९०८४०रा70098 070७) का समीकरण 
32 धरा 
5 धरन॑-7, प्रा 
, जहाँ #/ परिपथ को दिया गया विद्युत-वाहक बल है, #, प्रतिरोध तथा #£ प्रेरण 
7707000॥7) का गुणांक है। समय / पर धारा (०प्राए॥॥) 7 ज्ञात कीजिये, जब 


) 2550 है तथा (7) # एक शून्येतर (॥07-2670) स्थिरांक है । 


है 
( 
( 


्रिवमो। गार्भित 


एकक ४ 
निर्देशांक 


3.4 भृम्तिका 


हेम जानते हैं कि एक तल (9|॥॥0) में किसी विन्दु की स्थिति दो संख्याओं द्वारा मिर्धारित की 
जा सकती है। ये संख्याएं दो परस्पर लम्ब रेखाओं, जो निर्देशांक अक्ष (००००॥0/० 8४०७) कहलाते 
है, गे इस बिंदु की दूर्रियाँ निझूपित करती हैं। व्यवहारिक जीवन में हम यह धाशा नहीं कर सकते हैं 
कि बिन्दु हमेशा एक तन में ही स्थित होगा । जब हम किसी इमारत को देखते हैं तो हम उप्तकी लम्बाई, 
चौड़ाई तथा ऊंचाई के बारे में सोचते हैं। जब हम किसी उड़ते हुए पक्षी या पतंग को देखते हैं तब हम 
आकाश ($9॥0०) में उसकी गति को देखते हैं। इस तिविमीय आकाश (॥॥706 थ।शाशंणान। 89808) , 
जिसमें हम रहते हैं, के कारण त्रिविभीय ज्यासिति का अध्ययन करता आवश्यक हो जाता है । 

आहये, एक हवाई जह्ाज की हवाई अड्डे से उड़ने के पहले व बाद की स्थितियों के बारे में 
विचार कर । जब तक यह भूमि पर स्थित है, हम इसकी स्थिति को दो लम्ब रेखाओं के संदर्भ में, जो 
कि भूमि पर खींची गई हों, उन दो संख्याओं की सहायता से निश्चित कर सकते हैं जो इन रेखाओं से 
उसकी दूरियाँ मिझपित करती हैं। परस्तु ज्यों ही हवाई जहाज उड़ना आरम्भ करने के बाद भूमि से 
ऊपर चलेगा, हम उसकी स्थिति को केवल दो ही संझ्याओं द्वारा निश्चित नहीं कर सकते । भाकाश में 
हवाई जहाज की स्थिति ज्ञान करने के लिए, हमें आकाश में एक अन्य निश्चित रेखा खींचनी पड़ती है 
और इस प्रकार हमें तीन संस्थाओं की आवश्यकता होगी जो इस तीनों निद्िचत रेखाओं से हवाई जहाज 
की दरियाँ निरूपित करती हैं। इस प्रकार, हम देखते हैं कि आकाश में किसी बिच्छु को स्थिति को 
निरूपित करने के लिए तीन संख्याओं की आवश्यकता है। 


5,? त्रिविभीय आकाश में निदशांक अक्ष तथा तिदेशांक तल 

अब हम निर्देशांक अक्षों तथा निर्देशांक तल्ों को पुरः स्थापित (॥ 00706) करके तल में 
बिल्दओं की संवल्पना का आकाश के विश्दुओं के लिए व्यापकीकरण करते हैं। हम तीन तल इस प्रकार 
लेते हैं कि वे एक बिख 0 पर मिलें तथा एक दूसरे पर लम्ब हों (देखिये आक्षति 5.) । इन तीनों 
तलों की प्रतिज्शैदी रैखायें (0४%, ९0५ तथा 702 क्रमशः >-अक्ष, #-अक्ष तथा उ-अक्ष कहलाती 
हैं। ये समकोणिक निर्देशांक भेक्ष (#00॥राट्टरपोधा' 0०० ०१ा।आा० 3508) कहलाती हैं, क्योंकि ये तीयों 
अक्ष परस्पर तम्ब हैं। तन ४0९, शणएट तथा 205 काश; ऋफ-तन, ४2-तल तथा 2#-तल 
कहलाते हैं। ४0५ तल को कागज के तल के रूप में माना जा सकता है तथा रेखा 02 को ४0५ 
तल पर एक लम्ब के हप में लिया जा सकता है। इन्हें (ससकीणिक) निदेशांक तल कहते हैं। ४ ४-तल 
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के ऊपर की ओर मापी गई दूरियों को घवात्मक तथा तीचे की ओर की दूरियों को ऋणात्मक लेते हैं 
४2-तल के दाईं ओर मापी गई दूरियों को धनात्मक तथा बाईं ओर की दूरियों को ऋणात्मक लेते हैं । 
2>-तल के सामने की ओर मभापी गई दूरियों को घनात्मक तथा पीछे की ओर की दूरियों को ऋणात्मक 
लेते हैं। तीनों निर्देशांक अक्षों का प्रतिच्छेद बिन्दु 0 निर्देशांकों का मुलबिस्यु (णांट्टॉ0) कहलाता है । 
तीनों निर्दशांक तल आकाश को आठ भागों में बाँट्ते हैं जिन्हें अष्टांशक (02६5) कहते हैं । 


मिल 2 मी 


बज 


री 


शँ 


2 
आकृति 5.] 


5.3 आकाश सें किसी बिन्दु के निर्देशांक 


निर्देशांक तलों तथा निर्देशांक अक्षों को चुनने के बाद भाकाश में किसी दिए हुए बिन्दु के 
निर्देशांकों को निम्न प्रकार स्पष्ट किया जाता है : 

? से होकर भिर्दशांक तलों के समान्तर तीन तल खींचिये जो »-अक्ष, >-अक्ष तथा 2-अक्ष को 
क्रमशः 8, 8 तथा (८ पर काटे । लम्बाई का एक उपयुक्त मात्रक लेते हुए, मान लीजिए 08-०४ 
08 --» तथा 00--2 है (देखिये आक्ृति 5.2) । तब ये तीनों संख्यायें 2, » तथा 5 आकाश्ष में बिन्दु 
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? के निर्दशांक कहलातें हैं तथा हम ?? (७, ४, 2 ) लिखते हैं। >, # तथा 2 ऋरमशः बिन्दु ऐ के , 9 
तथा ८ निदेशांक कहलाते हैं । जैसा कि पहले स्पष्ट किया गया था, इनमें से प्रत्येक निर्देशांक धनात्मक 
या ऋणात्मक तब ही होगा जबकि तदनुरूपी निर्देशांक अक्ष पर स्थित दिष्ट रेखाखण्ड (0॥700०९० 70 
50हशाटाआ) धनात्मक या ऋषणात्मक होगा । 





आकृति 5.2 


बविलोमतः यदि तीन संख्याएँ ४, », 2 दी हुई हों तो वह बिन्दु ज्ञात करने के लिए जिसके ये 
निर्देशांक हैं, हम 00 से निर्देशांक अक्षों 0&, 0५ तथा 0८2 पर क्रमशः , » तथा - मात्नकों की दूरियां 
काटतें हैं | यदि दी हुई संख्या धनात्मक है तो हम ये दूरी अक्ष की घनात्मक दिशा में काटते हैं तथा यदि 
यह ऋणात्मक है तो हम ये दूरी अक्ष की ऋणात्मक दिशा में काटते हैं। इन अन्तः ब्रिन्दुओं को हम 
क्रमदा: », 3 तथा (; से व्यक्त करते हैं। इन बिच्दुओं मे होकर हम क्रमद। ४2, 2४ तथा 5ए-तलों 
के समान्‍्तर तल खींचते हैं। इन तीतों तलों का प्रतिच्छेद बिन्दु ही बॉछित बिखु ? होगा जिसके 
निर्देशांक ४, 9, 2 हैं । 
बिन्दु ? (5, », 52) की स्थिति ज्ञात करते की एक वैकल्पिक विधि निम्त प्रकार है : 
(|) #-अक्ष पर उचित दिशा में मूलविन्दु 0 से एक लम्बाई 0055. मात्रक काहिये (देखिये 
आकृति 5.3) । 
(2) & से होकर ऋ५-तल में ४-अक्ष पर लम्ब (अतः #-अक्ष के समान्तर) एक रेखा &8 
खींचिये । 
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(3) उचित दिशा में ७3-59 मात्रक की लम्बाई काथिये । 
(4) 3 से होकर ऋ५४-तल पर लम्ब (अतः >-अक्ष के समान्‍्तर) एक रेखा 7 खींजिये। 
(5) उचित दिशा में 87--:2 मात्रक की लम्बाई काटिये | 
इस प्रकार, हम बिन्दु 0 (.७, 9, 2) की स्थिति ज्ञात करते हैं । 
८ 
श्र (है 2 3 
शै 
१ 
| 
| 
| 
ट 
। 
|| 
| 
3550 के आर 





आकृत्ति 5.3 


टिप्पणी : सुलबिन्दु के निर्देशांक (0, 0, 0) हैं। ह-अक्ष पर स्थित फिसी बिच्दु के निर्देशांक 


(४, 0, 0), #-अक्ष पर स्थित बिच्ु के (0, ॥, 0) तथा 2>-अक्ष पर स्थित बिन्दु के (0, 0, ०) लिए जा 
सकते हैं । द 


प्रझनावली 5. 
3. आकृति 5.2 में यदि ? के निर्देशांक (6, 0, ०) हों, तो &, 7), 3, 77, (!, $ तथा () के 
निर्दशांक क्या होंगे ? 
2, यदि 7? एक बिन्दु (७, », 5) है, तो निर्देशांक तलों श०, 25 तथा "श से इसकी लाम्बिक 
दूरियाँ क्‍या हैं ? 
3. उन सात बिन्दुओं के निर्देशांक क्या होंगे जिनके निर्देशांकों के मिरपेक्ष मान (8980! 0० 
५४।०८४) बिन्दु (], 2, 3) के निरपेक्ष मानों के बराबर हैं ? 
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4. एक घन, जिसकी भुजा 5 है, का एक झ्षीर्ष (४०४६०४) बिन्दु (, 0, 0) पर है तथा इस शीर्ष 
से होकर जाने वाले तीनों किनारे (७१९०४) क्रमदा: घनात्मक >-अक्ष, ऋणात्मक » तथा 
>-अक्षों के समान्तर हैं | घन के अन्य शीर्षों तथा केन्द्र के निर्देशांक ज्ञात कीजिए । 

5, बिन्दु (०, 0, ८) की निर्देशांक अक्षों से लाम्बिक द्रियाँ ज्ञात कीजिए । 

6, बिन्दुओं (0, 5, 2) तथा (--2, 3, 5) से होकर तिर्देशांक तलों के समात्तर खींचे गये तलों 
से निर्मित समकोणिक समान्तरपटफलक (०० कवाह067 00876!009०0 ) के किनारों 
की लम्बाइयाँ ज्ञात कीजिए । क्‍ 

7. दिये गये तलों के सापेक्ष निम्नलिखित बिन्दुओं के प्रतिबिम्ब ज्ञात कीजिए : 

(क) (5, 0, - ), 205%-तल के सापेक्ष 
(खू) (--3, 7, --7), ४0५-तल के सापेक्ष 
(ग) (0, |, - 2), ४०02-तल के सापेक्ष 
5.4 दो बिन्दुओं के बीच को दूरी 
माना समकोणिक अक्षों 0४%, 0५ तथा 02 के समुच्चय के सन्दर्भ में 7? (४, 0५ 53) तथा 
( (०७ )५ ८५») दों बिन्दु हैं। विन्दुओं ? तथा 0) से होकर निर्देशांक तलों के समान्तर तल खींचिये 
जिसमे एक समकोणिक समास्तरपटफलक बन जाए, जिसका एक बिकणे ?(3 हो (देखिये आकृति 5.4) । 





आकृति 5.4 
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अब, क्योंकि /?&«(0--एक समकोण, 

इसलिए, 200* :-- 9 0३ .. 0 (0१-८० ७४ -. & १ -- २७४ (*:. / /४०>-एक समकोण 
', &()१-- / २१ -- ]४()१) 

अब, ?/:८८.६४--०॥, /प:--७४- 3) तेथा '(३)--४५--८। हैं । 


अतः,.. 70/500-% 4 (-90/+छ--७)* 
इसलिए, #09 - ९/ ६, -5)२- (४-७) + 08-20) 


इससे हमें दो बिन्दुओं (5॥, »॥ 2) तथा (७७, ४७७, 52) के बीच की दूरी प्राप्त होती है । विशेष 


रूप से, यदि पखात्चच्टातू0, अर्थात्‌ यदि इनमें से एक बिन्दु मूलबिन्दु 0 हो, तो 00 ४“ 
५ ०.२--) ४-४,» जिससे मूलबिन्दु और किसी विन्दु (5५, 9», 59) के बीच की दूरी प्राप्त होती है । 
5.5 दो बिन्दुओं को मिलाने वाले रेखाखण्ड का विभाजन 

माता बविन्दुओं ? तथा 0 के निर्देशांक क्रमश: (.७,, ॥, 2) तथा (.७७, 0५9, 5») हैं 
२ (७, |, 2) जो रेखाखण्ड (0 को क्र : # के अनुपात (7७00) में विभाजित करता है, के निर्दशांक 
ज्ञात करंगे । 

ऋए-तल पर ए., 00४ तथा हा लम्ब खींचिये (देखिये आक्ृति 5.5) | तब ये रेखायें 
समतलीय अर्थात्‌ एकतलीय (८०ऊफ़ञांशाशा) होंगी जिससे बिन्दर ॥., श, [४ एक रेखा में स्थित द्वोंगे 
जो कि उस तल, जिसमें रेखायें छा. शा तथा 0५ स्थित हैं, का "श-तल के साथ प्रतिज्छेदन 
(77[07320007॥) है । अब 7२ से होकर रेखा ।790॥ के समान्तर एक रेखा हारा खींचिए । यह रेखा 
उस तल में स्थित होगी जिसमें 70, (१४ तथा रो स्थित हैं। माना यह .? (बढ़ाई गई) को बिन्दु 
5 तथा (१४ को बिन्दु ! पर काटती है । 


अब समछूप त्रिभुजों 29 तथा (07२ से, 
का एर छेरे 7 ।४--!?!, 2-22 


,०>न्‍न्‍न्‍णकाकक..टज+0+7. ७८०७० ७०० पीय टी पययन।. टरकफनाउन्कमइन्ा्पकणसाकननयानक.।. किलननन-++फरतक ्च्च्ट हह] ० हे 
। (97२ (५. एशऑ--करोर “22 
रि 722-- ॥2 
/// का व /। 
7729 - + 7 कराए ए 
इसी प्रकार, 200 ८2 >जकड 200 
जीरा | 


यदि %:% धतात्मक है तो बिन्दु २, 2९ को अन्त: विभाजित करता है तथा यदि | ; # 
प्रत्णात्मक है, तो वह बाह्य विभाजित करता है । 


अतः उस बिन्दु के निर्देशांक जो (57, 9७ 2४) तथा (5५, १५ 20) को मिलाने वाले रेखाखण्ड 
को  : 9 के अनुपात में विभाजित करता है, निम्म हैं : 


| हि ॥0५-॥9._ गाए: "पढ़ा ' 
गाना खत " पान॑-॥ 


() 
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न 


| 


ई 





८5 रु ] 7पए्एए7३< 
5 ९१३१६, १ ऐ ५) ११) 3, १५ कै 
क्‍ कि के है का भे पं ६ रे ) ३ पु 
0 पे ५ रे ५ पे ३ ५ | हे 
२ जा, ्‌्‌ ५ ५ | ६४ ( 
हम (३३ प्प पे ।8:7 के 
हर भ के 
३६, ६३) ' १९ है हा | 
हो है आओ $ ऐप 
.प हे ० हा 
५ आम $ है ह 
। पा | ५ 
।% ५ पर गे ० ५. 7 कर 
(पट 
24 
प्र 
| (2 


निदेशांक 


का 


बिंए 


मसलाने बाल रखाखण्ड के 


तेथा | का के कोर 


हमें (०03 >. +], ) 


कर 


। 


्थं 
के 


ने पर 
(४, ॥, ४) के चिदे 


['र 


#फजक३ ७० के 
'रध2 कन्‍्लेट कक, 


माला 


(७॥--/५) । 


[ || 
भ्भ्थ्य > ( न “| क 0 ) ॥ है श्प्ज्ड हर 


क प्राप्त होते हैं जो .: 


दया 


ह 


शः 


मध्य-बि 


ञ् (27-“ 24) हैं । 


8 अंक 
.७००- अतीक 


६ रखने पर, हम देखते हैं कि (5७ $५ 2) तथा 5७, ४७ 29) को मिलाने वाले 


+ «६ *<-- भू 
3 आल 


रेखाखण्ड को 


77] 


के निर्देशांक 


न्द्रु्के 
ह्‌ 


| के अनुपात में विभाजित करने वाले बि 


क 
+ 


# 2] न # 
बी । 


बः 


5 


9 (का व 
६--7 


9 


#>७ 5५ 
ह--१ 


। 
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यह दो दिये हुए विच्युओं (७, ॥५ ८) तेथा (४७ ॥५ ८») को मिलाने वाली रेखा पर स्थित 
किसी बिन्दु के व्यापक निर्देशाकों को भी निकूषित करता है । 

टिप्पणी : पाठक यह जाँच कर सकते हैं कि यदि बिन्दु ९ एक बाह्य («४शाण्तरा) बिन्दु है तो 
इसके सिेशांक वही होंगे जैसे (4) में दिए गये हैं, परन्तु इसमें ॥ के स्थान पर--॥ रखना पड़ेगा। 


5.6 एक रेखा की दिक्‍कोज्याएँ तथा दिक-अनुपात 

किसी रेखा की दिवकोज्याएँ (ता०७ा०॥ ९०७॥05४) उन कोणों की कोज्याएँ (००७॥०$) होती 
हैं जो वह रेखा निर्देशांक अक्षों को धवात्मक दिय्याओं के साथ बनाती है। इस प्रकार यदि ०, 2, १ वह 
कोण है जो एक रेखा 5, ॥+' तथा >नअक्षों रा बनाती है, तो ००४ ०, ००४ 3, तथा ००५ ४ उस रेखा की 
विक्‍्कोज्यायें कहलाती हैं । 


यह देखा जा सकता है कि यदि दो रेखा एकतलीय (००एथयह) न हों (अतः अप्रतिच्छेदी हों), 
ती हम एन रेखाओं के बीच के कोण को उस कोण के बराबर परिभाषित करते हैं जो इन दी हुईं रेखाओं 
के समान्तर दो एकतलीय रेखाओं के बीच बनता है। 


किसी रखा की दिकक्‍कोज्याओं को हम प्राय: ॥ ॥#, मे से व्यक्त करते हैँ। इस प्रकार />००8 ५, 
क्रास््-005 3 तथा ॥:--००५ ९ है । 


कोई तीन संख्यायें जो किसी रखा की दिक्‍्कोज्याओं के समानुपाती हैं उस रेखा के दिक-अनुपात 
(पं[एलींणा इ05) कहलाती हैं। इस प्रकार यदि 6, 8, ८ किसी रेखा के दिक-अनुपात हैं, तो 
! 7! 


धर 8 
सम्बंद्ध है, अद्वितीय होती हैं; परन्तु एक रखा के विकू-अनुपात अमन्‍्त हो सकते हैं । 


! डे * > ८ न गे 
हट का ह्वीता है । ध्यान दीजिए कि एक रखा की विक्‍्कोज्याएं, जहां तक उनके परिमाणों का 


शिप्षणी ; £-अक्ष की विककीज्याएँ 4, 0, 0 होती हैं । +-अक्ष को दिक्‍्कोज्याएं 0, , 0 तथा 
2-अक्ष की विक्‍कोज्याएं 0, 0, । होती हैं । 


5.7 एक रेखा की विवकोज्याओं में सम्बन्ध 


माना / #ऋ, # किसी रेखा 07 की दिवक्‍कोज्याएँ हैं, जहाँ 7? बिन्दु (४, 9, 2) है तथा 0 मूल- 
बिन्दु है। हम 76 | >न्‍अक्ष खींचते हैं। इसलिए, 0385-5४ है। मानता 07; », 9 तथा #-अक्षों से 
क्रमदः ५, 8 तथा ४ कोण बनाती है । 


माना (07?--+ है (देखिए आकृति 5.6) 
अब, तिभुूज 7006 से 


(365 व 
(0५ दा जय सतत लतकल य अी+3+ 
()[? !' 
स्सलि प्‌, ६ ३०% # 8 
हुसी प्रकार, ॥:ब्णा। तेंथी 2-०7 


भत,. अनतान- बच (/ | क् --॥) 


निर्देशांक 59 
परन्तु, >8न- 9 -|- 27 ८८ 
जत्तः, (5 -ै-+का2--॥7 --। 
अतः यदि /, %, # किसी रेखा की दिक्‍्कोज्याएँ हों, तो 7, कऋ, # सम्बन्ध 
| -एए न-पा -२7 
को अवश्य ही संतुष्ट करेंगे । 





आक्वति 5.6 


यदि ७, 2, ८ इस रेखा के दिक-अत्तपात हैं, तो 


| (6८ |! श# 2 -- ॥72 --#£ ] 

लि न अिफानननत - जनसिनिनसनसमनन+ ८८ “7 अदा 7777-7० ३०आ ८५०० 

०... 98. ८ १/धरी-- 89 -- ८१ ४८* --४१--८* 
इसलिए, क्त+ंटज्ल्लप7क्‍ः ष्म्ल हे 


5 | मै (९ 
ब्न्क्य कि का >्दा कप न्‍घबपम पा -< जआ््च्य्य्ंम्ं्भमलल्ल्ल्ल्_ औ सना न्पट कह अर पम का ८३८55 मकान 
/बोनीती--ल #ब्वा्न-फर ले (27 | 8१ ५-८१ 
जहाँ सभी में एक ही चिन्ह, धतात्मक या ऋणात्मक*, लिया जाता है । 





.._ ध्यान दीजिए कि यदि किसी रेखा की विक्‍्कोज्याएँ ॥ #8, # हैं तो --# --#, +-# भी उस 
रेखा की दिक्‍कोज्याएं होंगी । 


60 गणित्त 


अत: यदि किमी रेखा के दिक्‌ू-अनुपात दिये हुए हों, तो हम इन सूत्रों की सहायता से उस रेखा 
की दिक्‍कोंज्याएँ ज्ञात कर सकते हैं । 

टिप्पणी : यदि |, णा, ॥ किसी रेखा की विक्‍्कोज्याएँ हों जो सुलबिन्दु से होकर नहीं जाती हो, 
तब भी यही परिणास सत्य होगा, क्योंकि हम एक ऐसी रेखा ले सकते हैं जो मुलबिन्दु से होकर जाती 
हो तथा दी हुईं रेखा के समास्तर हो | इन दोनों समान्‍्तर रेखाओं को दिक्‍कोज्याए बराबर होंगी । 


5.8 रेखाखण्ड का प्रक्षेप 

माना 88 एक रेखाखण्ड है तथा (0 कोई दी हुई रेखा है | & तथा 8 से (7० पर लम्ब 
डालिए तथा मान लीजिए कि ४, 9 इन लम्बों के पाद (७८) हैं (देखिये आकृति 5.7) | तब हम 
0 3' को रेखाखण्ड &3 का रेखा (७) पर प्रक्षेप (ए0०९०९४०॥) परिभाषित करते हैं। यदि ४8, 


छि 
की ओनड 


आकृति 5.7 


(7) से ८ कोण बनाती है, तो ७355 08 ००5४ » होगा । इस प्रकार, एक रेखाखण्ड का किसी रेखा 
पर प्रक्षेप उस रेखासख्ृण्ड की लम्बाई तथा रेखाखण्ड और उस रेखा के बीच के कोण की कोज््या के 
गुणनफल से प्राप्त हीता है । 

यह दर्शाना सरल है कि रेखाखण्डों 898., 4५8५, 4५8, . , .,तै6-387, जहाँ #॥, 6७. . ..68॥ 


आकाश में कोई बिन्दु हैं, के किसी दी हुई रेखा पर प्रक्षेपों का बीजीयस योग उसी रेखा पर &,879 
के प्रक्षेप के बराबर होता है। 


0.9 दो बिन्दुओं से होकर जाती हुई रेखा के दिक-अनुपात 


माता ? (७; 9५ 5) तथा (3 (७५, 0५ 5५) दो बिन्दु हैँ। हमें रेखा ९९) के दिक्‌-अनुपात नात 
करने हैं । 


मानता /, 70, # रेखा ९0 की दिवकोज्याएँ हैं। तब ए0 का ज-अक्ष पर प्रक्षेप / 9९) :.: 


> ५७43 “०, छे | 


इसी प्रकार, क्ररि(-+॥, +- ४, 
तथा, !हग औै7४४४ २५०६ | 
"3 242 शपू 2 हज ह। ईं || अब । 
इसलिए घीणजिजण / सम लिन बथ धनिि++++ २-८ 2 
| / 2? है] (१ 


अतः, रेखा 70 के विक्‌-अनुपात 32--5५, ५७४७--७४ तथा #2,--४»; हैं । 


वनाअ-ा+नी$+ 3 ५४. क+ कुक +० कु 


सिर्देशांक 6] 


95.0 दो बिन्दुओं को मिलाने वाले रेखाखण्ड का एक दी हुई रेखा पर प्रक्लेष 
मानता ?(.0, /क 20) तथा (७(७, ॥॥ 2.) दो बिन्दु हैं तथा / ४, ॥ दी हुई रेखा की 
दिककोीज्याए हैं । हम 7?0 का दी हुई रेखा पर प्रक्षेष ज्ञात करेगे । 
आकृति 5.4 से हम देखते हैं कि 
7९॥.... ४, ४, घिषे ८८ ॥',--॥। तथा पि0--2,--5; दे । 
?%, &४ तथा [२० क्रमशः >-अक्ष, ।-अक्ष तथा 2-अक्ष के समानन्‍्तर हैं। अतः इतके उस रेखा 
पर प्रक्षेप जिसकी दिवकोज्याएँ ॥ का, ए हैं करण: (७,--.) /॥ (0-७, )#/ तथा (2,--5,) / होंगे । 
क्योंकि किसी रेखा पर 220 का प्रक्षेप, उसी रेखा पर 26, # पं तथा ० के प्रक्षेपों के योग के 
बराबर होता है, अतः ?(00 का दी हुई रेखा पर वांछित प्रक्षेप भिम्न है: 
(|%07757)]+: (३५- ११)॥ -- (22--9,)॥ 


5.7 दो रेखाओं के बीच का कोण 

माना 68 तथा (:) दो रेखाएं हैं जिनकी दिक्‍कोज्याएँ ऋमश:ः ॥, का, /। तथा /8, कई, मई हैं । 
मूलबिन्दु 0) से होकर ७३3 तथा (:)9 के सम्रान्तर क्रमशः 09 तथा 00 खींनचिये (देखिए आकृति 5.8) 

माना 63 तथा (0) के बीच का कोण 0 है | तब (0)? तथा (00 की दिकक्‍कोज्याए ऋमशः: /॥, ||, 
॥ तिंथा 7५, ?78, हर हैं तेथा / ?00-5॥ है। माना 00055 है । तब (0 के निर्देशांक (/५, #,/, ॥/9/') 
हैं । अतः 000) का (07 पर प्रक्षेप निम्न है : 

॥ ([(/---0) "मा [का३/--0) +>य [क/7- 0 ) रूम । ९05 ॥| 

अतः, ९05 0 55/ +- |, - वा] / 
४॥ ) का मान ज्ञात करने के लिए हम देखते हैं कि 

४॥॥7॥ | | ---०७०४४):-- (ना नस) (/५४ नै>शाओं नैनाओ ) +++ [6 नैशाआए३ | 70:) * 

माय [#72-+ शिया ) 7" (माफ, >+याएओ ) “न [5-7 ) / 

इसलिए, #॥ 05 -|: ५/ (] रा,---१॥:)7 4 (एप, 7 पा) | "॥ाह।)7 

यदि 6, 6, ८ तथा 6&॥, 05, ८५ रेखाओं के दिक्‌-अनुपात हों, तो स्पष्टतया उनके बीच का कोण ॥ 
निम्त प्रकार से दिया जा सकता है 

38/»--704 0» ९१९५ 


(058 ॥ पफ्ल्ताउनन्ण कक 
फ्ै ३+ “ -+ 0] न0, है 2५ -] |) 


हम देखते हैं कि यदि (्८क- रे हो, अर्थात्‌ यदि दोनों रेखाएं परस्पर लम्ब हों तो 0७०४ 0:८0 
होगा । इस प्रकार, 
(3 -+ माउय३ नै> 755 0 
अर्थात, 8) पं 0/+500.,  स्|0 
यदि ॥5६ 0, अर्थात्‌ यदि दोनों रेखाएँ समानन्‍्तर हों तो ॥॥ ४5८0 होगा 
इस प्रकार, 7.77,/-०377] रस 0, क्राआ३--+ धाओा। 0, ह//,,++ 7३7 सझ 0 
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३७/००:१००५थ कमा-740-अकता ७ क्काक व्कैकपकन्नन 


“जब तक कि दोनों रेखाएँ परस्पर लम्ब न हों, दक्षिण पक्ष के घनात्मक या ऋणात्मक होने पर 
००४ 0) का मात धनात्मक ग्रा ऋणात्मक हो सकता है | ००४ 8 के धनात्मक मान से दोनों रेखाओं के बीच 
का म्यून कोण प्राप्त होता है तथा ऋणात्मक मान से अधिक कोण । 


62. गणित 


7. का | 
अर्थात्‌, -++ तता-++ कता---- 
पक 772 7५ 
हा ४2. भा 9, ९7 
स॒स्थिति में, -+ >४->ब॑-+ भी सत्य होगा। 
2 
ः [) 
3 
किन कर 
ह। () 
ही 
शि 
20 
[| ननीजिज+ नीणणणणणजपिल 


आकृति 5.8 


5.42 हल उदाहरण 
उदाहरण | : एक रेखाखण्ड के क्रमशः ४, » तथा >-भक्षों पर प्रक्षेष (2, 4 तथा 3 हैं। रेखागवण्ड की 
लम्बाई तथा उससे निर्धारित रेखा की दिक्‍कोज्याएँ ज्ञात कीजिए | 
हल : माता रेखाखण्ड की लम्बाई » है तथा इससे निर्धारित रेखा की दिक्‍्कोज्याएँ / |, / हैं । चूंकि 
इस रेखाखण्ड के अक्षों पर प्रक्षेप ऋ्शः [2, 4, 3 हैं, अतः हमें मिम्त प्राप्त होता है : 

2--0, 6777 तथा 3>--#' 


निर्देशांक 63 


बर्ग करके जोड़ने पर हमें निम्न प्राप्त होता है : 
77 (/2--॥ -ै-॥ा ) ८८ 22-|- 4५ -. 32 -- 69 


प्रा, 73] 00 (क्योंकि /-]-॥१--॥ ८ | ) 
इसलिए, #८८53 

रि (2 4 3 
इसलिए, लिल--:५, शाम - ५. आना “77 

37 बम 


उदाहरण 2: वह बिन्दु ज्ञात कीजिए जो बिन्दुओं [--9, 4, 5) तथा (], 0,--) को मिलाते वाली 
रेखा तथा मूलबिन्दु से इस रेखा पर डाले गये लम्ब के मिलने से प्राप्त होता है । 
हल : दिये हुए बिच्दुओं को मिलाने वाली रेखा पर स्थित किसी बिन्दु के निर्देशांक 
( |/८ ---9 0./:--4 “>> --5 
की 5 न नजर 
हैं, जहाँ £ एक स्थिरांक है । इस बिन्दु तथा मूलबिन्दु को मिलाने वाली रेखा के दिक्‌-अनुपात 
[[/(:-- 9 न 3०० कं 
आज आओ 
यदि यह रेखा, दिये हुए बिन्दुओं को मिलाने वाली रेखा, जिसके दिक्‌ू-अनुपात--9 --]॥, 
4--0, 5-- , अर्थात्‌ --20, 4, 6 हैं, पर लम्ब हो; तो 


“20( 6--9 ) बी _0(5-7/£) ..0) 
६] ६--॥ ६] 
भा, -> 2200 -[- 80 -- 6-- 30)... 6/८- --0 
या, ््। 


तक 5 हे 
हसलिए, वॉछित बिन्दु । बा 3 मे लक ) , अर्थात्‌ (4, 2, 2) है । 


प्रदनावली 5.2 

!, बिच्चुओं (2, 3, 5) तथा (4, 3, ) के बीच की दूरी ज्ञात कीजिए । 
2. उस बिन्दु के निर्देशांक ज्ञात कीजिए जो बिन्दुओं (5, 4, 2) तथा (--, --2, 4) को मिलाने 

वाले रेखाखण्ड को 

[70253 (7) 2: 3) 

के अनुपात्त में विभाजित करता है । 
, मिम्स बिस्दुओं को मिलाने बाली रेखा की द्विक्‍कोज्याएं ज्ञात कीजिए : 

(7) (0, 0, 2), (3, 0, !) (४) (2, (, 2), (4, 2, 0) 
4. बिच्दुओं (--], 0, 3) तथा (2, 5, ) को मिलाने वाले रेखाखण्ड का उस रेखा पर प्रक्षेप 
ज्ञात कीजिए जिसके दिकु-अनुपात 6, 2, 3 हैं । 
उन रेखाओं के बीच का स्यून कोण ज्ञात कीजिए जिनके दिकू-अनुपात क्रमशः 2, 3, 6 तथा 
73 महा, 


पक्के 


8 


04 


84, 


42, 


43. 


44. 


5. 


46. 


॥7. 


. दिखाइये कि बिन्दु (0, 4, ), ( 
॥0, 


गणिशल 


., दिखाइये कि बिन्दु (0, 7, 0), (--, 6, 6) तथा (--4, 9, “) एक समह्विबाहु समकोण 


त्रिभुज बनाते हैं । 


, दिखाइये कि बिन्दु (4, 7, 8), (2, 3, 4), (-7, “2, !) तथा (।, 2, 5) एक समाच्तर 


चतुर्भज बनाते हैं । 


, दिखाइये कि बिन्दु (5, --, ), (7, --4, 7), (, --6, 0) तथा (--, --3, 4) एक 


समचतुर्भज के शीष हैं । 

), (4, 5, 0) तथा (2, 6, 2) एक वर्ग के शीर्ष हैं । 
दिखाइये कि तीनों बिन्दु (--2, 3, 5), ([, 2, 3) तथा (7,0, -- ) संरेखी (००!॥697 ) 
हैँ । 
उस बिन्दु के निर्देशांक ज्ञात कीजिये जो चारों बिन्दुओं (6, 0, 0), (0, 8, 0), (0, 0, ८) 
तथा (0, 0, 0) से समान दूरी पर है। 

& (3, 2, 0), 8(5, 3, 2), 2( --9, 6, ->3 ) तीन बिन्दु हैं जो एक त्रिभुज बनाते हैं । कोण 
30/0 का समद्विभाजक 7), 80 से बिन्दु 7) पर मिलता है । 7 के निर्देशांक ज्ञात कीजिए । 
| संकेत : नगद न जे 

क्‍2(: (६ 
वह अनुपात ज्ञात कीजिए जिसमें बिन्दुओं (2, 4, 5) तथा (3, 5,---4) को मिलाने वाला रेखा- 
खण्ड ४2-तल द्वारा विभाजित होता है । 


यदि एक रेखा, किसी धन के चारों विकर्णों से «, 8, ४, 8 कोण बनाती' है तो सिद्ध कीजिए कि 
००४7४ --००४१४ --००४/१ -|- ०0870 नल है। 


यदि 7, #9, 7४; ४ ४0, ॥५ दो परस्पर लम्ब रेखाओं की दिंक्कोज्यायें हों, तो दिखाइये कि इन 
दोनों रेखाओं पर लम्ब रेखा की विककोज्यायें #.#,--#हह;, 8.7, --77५/१३, ॥०-- २४ हैं । 


दिखाइये कि उस तिभुज, जिसके शीर्षे (४, 9,, 2), (#>5!, 2,3 ) हैं, का! केन्द्रका (207070॑6 


| ि 
| | जे ।3 
। दा हु ४७% , बजट, ) होता है । 


/ >- 
आन । मन 5 | 


जाँच कीजिए कि तीन परस्पर लम्ब रेखाओं, जिनकी दिक्कोज्याएँ क्रमछ: 7, ॥॥7, ॥; 73, १5, 
8५ तथा ॥५, 788, 8 हैं, से समान रूप से रुकी हुई एक रेखा की दिक्‍्को ज्याएँ 


५ ३ ३ जा !  आ चछत ली जा सकती हैं। 


एकक 9] 


तेल 
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तल इस प्रकार की सतह (पृष्ठ) [४णि०४] होती है कि सतह में स्थित किन्‍्हीं दो बिल्ढुओं को 
मिलाने वाली रेखा उसमें पूर्ण रूप से स्थित होती है । खण्ड सूत्र (3८८००॥ [०एाा०) की सहायता से 
हम यह सिद्ध करेंगे कि 5, %, 2 में प्रथम घात की प्रत्येक व्यापक समीकरण जो 
औज्न॑-397-+-02--१0:--0 () 
के प्रकार की है, एक तल निरूपित करती है। 
हम (|) द्वारा निरूपित बिन्दुपथ ([0008) पर दो बिन्दु (&,, 9, 5) तथा (४५, 399 2) 
लेते हैं । तब क्‍ 
87-39 +-थ -+-05--0 (2) 
6३ --9 9, -- 0०४४ --0 <६ 0 (3) 
(2) को # तथा (3) को # से गुणा करके जोड़ने पर, हमें निम्न प्राप्त होता है : 
ह [#37 "729 ) डे (#)7 --709) +- 0 [हारा न#29) +0(#-+-# ) ऊई' 


॥727 जज ४2५ 8.2 --#॥५ हो मिद[ नी-आ2ट। 





जा पी रब ॥४--॥ ॥#--ह 33 
जो यह दर्शाता हैं कि बिन्दु क्‍ 
आड़ नीआऊ).... ॥9, -न-70५ ॥2, “59 


भी बिन्दुपध (() पर स्थित है । परत्तु यह बिस्बुओं (50, 35 5) तथा (5), »,, 2,) को मिलाने 
वाली रेखा पर स्थित कोई भी बिन्दु है। अतः बिन्दुपधः पर स्थित किस्हीं भी दो स्वेध्छिक बिन्दुओं को 
मिलाने वाली रेखा पर स्थित प्रत्येक बिन्दु भी उस बिन्दपथ पर स्थित है। अतः () द्वारा 
निरूपित बिन्दुपथ एक तल है | अतः &, 9, £ में प्रथम धात की प्रत्येक समीकरण एक तल लिरूपित 
करती है। । | 


6.2 दिये हुए बिन्दु से होकर जाते हुए तल का समीकरण जब अभिलम्ब की दिवकोञ्याएं दी 
हुई हैं क्‍ क्‍ 


माना तल में &(७,, 0, 2) एक विया हुआ बिन्दु है तथा रेखा &7|, तल पर अभिलम्ब 
(70778]) है। माना इस रेखा की दिक्‍्कोज्याएँ ॥ #%, # हैं। स्पष्टत:, बिच्दु 8. से होकर जाता हुआ 
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केवल एक ही तल ऐसा होगा जो दी हुई रेखा #।., पर लम्ब है | इस तल में कोई बित्दु ?(०, |, ८) 
लीजिए । स्पष्टत:, 07, &।], पर लम्ध है। क्योंकि 8? के दिक्‌-अनुपात (--.४५ #-+0)५ ८-5८ हैं, 


है + 


प्रक्ण 0 ह2॥ 
) 


9 47 ४१! £१ 





आकृत्ति 6. 


॥तः ॥5६-०5५,)-+॥॥(१--३७)) +-॥(2---2]) #र 0 

यह &, ॥५ 2 में एक रैेबिक समीकरण है, अतः ग्रह एक तल निरूषित करनी है । क्योंकि यह बिन्दु 
(0, ॥ 4) में होकर जाता है, अतः यह तल की बॉछिल समीकरण है । 

उपप्रन्नेय ; यदि 4, ॥ ८ बिचु (५%,, ५७, 2) से ही#र जाने वाले एक तल के अभिलम्ध के दिक- 
अनुपात हैं, तो उस तल का समीकरण 

2(४--४।)--(9 5“ 9१)-+-0 (7-०७) न्| 0 

होता हे । 

यह ऊपर सिद्ध किये गए परिणाम से सीधे प्राप्त किया जा सकता है, क्योंकि दिक-अनुपात 
4०, 8, ८ दिक्‍्कोज्याओं /॥, ॥, # के समानुपाती हो।ते हैं । 
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6.3 तल के समीकरण का अभिलम्ब स्वरूप 

माना मूलधिन्दू से किसी तल पर डाले गये लम्ब की लम्बाई » है तथा माना इस अभिलम्ब की 
दिककोज्यारं 0 #, ॥ हैं। मान लीजिए कि #/>0 है। अत: इस लम्ब के पाद के निर्देशांक 
((0, ॥77?, ॥/)) हैं । 

इस प्रकार, अनुच्छेद 6.2 से, बिन्दु (#, ४॥०, ॥7) से होकर जाने वाले तल का समीकरण 
तिभ्न है : 


((+--#) नहा (/--7% ) +-॥7 [2 --77 ) 55 0 
या, (0 नू-का- याद +ह (/ ४४-३४) ८50 
पा, (४-->या ->मट 55 |? (कंयोंकि (२-..॥२--#॥२-- |) 
इसे तल के सप्तीकरण का अभिलम्ब स्वरूप धाणाए्नी शिया 0 वाह स्वुप्रक्ञाणा ०9 ए७४॥९) 
कहते हैँ । इस समीकरण को सीधे निम्न प्रकार भी प्राप्त कर सकते हैं : 


८ 





आकृति 6.2 
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मूलबिन्दु 0 से दिये हुए तल पर एक लम्ब 0ोध डालिए जहाँ दि इस लम्ब का पाद है । साला 
0४--/ है | तल में कोई बिन्दु 0(, |, 2) लीजिए [देखिए आकृलि 6.2) । 
07 का 00 पर प्रक्षेप स्पष्टल: ()४ है | अब, बिन्दुओं (0, 0), 0) तथा (७, ७, 2) भी मिलान 
वाले रेखाखण्ड (0? का 0४, जिसकी दिक्करोज्याएं ॥ |, # हैं, पर प्रक्षेप 
((5--0) | (7-5 0) न 7 (2० 0) कॉश्निका' नै सम है. । 
अत: |६-+-॥ए +-४>2 5, तेल की अभिलस्थ स्वरूप में अभीष्ठ समीकरण है | 


6.4 तल के व्यापक समीकरण का अभिलम्ब स्वरूप में परिवर्तन 


माना तल का समीकरण 
बर्न॑+97/-]+ ०४ ० धर एए 
अर्थात्‌, तन-- 0 नीटाननव॑ (।) 
है, जहाँ ८ धनात्मक है | यदि ४ ऋणात्मक हो तो समीकरण के दोनों पक्षां को . | से गुणा कारिये 
जिससे दक्षिण पक्ष (॥800 ॥शात हांतेट) धनात्मक हो जाये। माता एसी तल की अभिलम्ब स्वरूप 
में समीकरण 
जिन ता ।!? (2) 
है, जहाँ / #, ४ भूलबिनदु से इरा तल पर डाले गये अभिलम्ब की दिवकाज्याएं हैं तथा # से अभिनय 
की लम्बाई है। परिपाटी अनुसार, हम #:-0) लेते हैं। वर्योंकि () लगा (2) एक्क ही सेल 
को निरूपित करती हैं, अतः इन्हें सर्बमम (0श॥॥0त)) होना साहि। | 


पं ध्‌ )ि (' ५ (2-0 
अल हे ऐ 55 दे धन हा न 26० हे ::०<5 ,! | नर | श (रा | के (४ ; (४ 
४३ [नयी | 


परन्तु हम मात न्न्के हँ कि ४ तथा 7? दोनों द्दी घनात्मक हैं, भन: हम 64-77). (४ का फेवमत 
धनात्मक वर्गंमूल ही लेंगे । 


रे | है ५४ 
इसलिये, जतज ४ 7 रे 75:00. . टअमरक७ ' रा] पदड 6४ डा 


है ८ !। क शक, ; 
९८५ 0“ -|-५ ४ ह-|- 0 "पद है (ही (४ 
श / 
तथा (कल >++7> पक 46402 ०५४६३ ५ > 
4/ 4८ -|-(११ : | ४ 
अतः, तल की अभिलम्ब स्वरूप से अभीष्ठ सप्तीकरण निम्न हे : 
2 है. [९१ 


न 


हर रा [... . . ९४ जे पर 
१/ ता] 6४ दर। ! हट] 68. ७ थे का ७... (/न्रा ! ४. € 
उपप्रसेय | : उपर्यक्त परिणाम से हम यह्दे निध्वार्प निकालते हैं कि तल के व्यापक समीकरण में 
०, 0, ८ जो ऋ्रमश: ७. ॥, < के गणांक हैं, तल' के भभिनप्तब के; दिक “अंवुपात निरूमित करने हैं । 
उपप्रभेय 2 : #४-तल का समीकरण 0.5.4.0.0 |-८ 520, अर्थात 2 -0 है, क्योंकि ५५-तल 
के अभिलम्ब की दिवकोज्याएँ 0, 0, | हैं । इसी प्रद्धार, ४/ तथा 2४-सलों के समीकरण ऋमणश: 
४-0 तथा ४5-50 हैं । 
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6.5 तल के समीकरण का अंतः खण्ड स्वरूप 
अब हम एक तल का समीकरण उस तल द्वारा निर्देशांक अक्षों पर काटे गये अंतःखण्डों 
(0०००७) के पदों में ज्ञान करेंगे । माना तल का समीकरण 
(४-।- 37-९2 +- 2 550, ([2:50) 
हैं। माता इसके द्वारा ५, ॥, उन्‍्भरक्षों पर काटे गए अंतःखण्ड क्रमश; 6, 6, ८ हैं। अतः यह तल ४, 9 
तथा उ-अक्षों से क्रमशः बिन्दुओं (6, 0, 0), (0, 8, 0) तथा (0, 0, ०) पर मिलता है । इसलिए 


56-०4) ८0 या, 8 >ज्ा “८ ५०8 
दा 
30 4-2 50 था, 3>- -- हि 
6 
82080 0, मा 9 कि 
९ 
इत मानों को तल के समीकरण में रखते तथा उभयनिष्ठ गुणनखण्डों को काटने पर, हमें 
322 मी कर 2: । 
2 । शट 


प्राप्त होता है, जो तल की अंत:खण्ड स्वरूप में वांछित समोकरण है । 


60 तीन असरेखी बिन्द्रओं से होकर जाने वाले तल का समीकरण 

माना तीन दिए हुए असंरेंखी (707-00607) बिन्दु (>&, 30 2), (29 2५ 29) तेथा 
( नह 0 ४9 ) ट | 

अब, (४, ॥॥ 29) से होकर जाने वाले तल का समीकरण 


5( ४-४) 2(9-- )7)-०(2--2) रू0 (]) 
हे । 


वरयोंकि यह तल (5५, 09 5५) तथा (58, 09 29) से होकर भी जाता है, अंतः हमें 
पर ( न प्‌ ) न ॥। ( 9) ) ध (+ ( | 4 । ) प्श्ः लि ' 
) ++0 


|| 


(2) 
तथा, (53-53) 20 (0५-४७ ) न-०( खाना (3) 
प्राप्त होते हैं । 
इन तीनों समीकरणों में 6, 0, ८ को विलुप्त करने पर, हमें 
न पल 2 स्लइ८। 
रडआओं। औज+ओा 2-था 
कै ले ४०7 हा 


प्राप्त होता है, जो दिए हुए तीनों बिन्‍्दुओं से होकर जाने वाले तल का वाँछित समीकरण है । 


| 


वन्‍मीष्मओ गाकीके 
किक बनना, 


वस्तुत: प्रइन हल करते समय, पाठक को चाहिए कि वह पहली दो समीकरणों से 4, 9, ८ के 
समानुपाती मान ज्ञात करके तथा फिर उन्हें तीसरे समीकरण में रखकर तीनों समीकरणों में से स्थिरांकों 
८, 2, ८ की विलुप्त करे | 
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6.7 दो तलों के प्रतिच्छेदन से होकर जाने वाले तल 
माना दो तलों के समीकरण 


काडन-2फ नी कद--4ी5२० (६) 
तथा बाज -- 099 ++ ८५४ “48 -<0 (2) 

हैं । तब समीकरण 
(&%--099+0०2--0/)+-% (8/5--॥99-+-०५४८--0५) +२0 (3) 
जहां ६ एक स्वेज्छिक स्थिरांक (थज/५ ००ाश80५) है, उन सभी विदुओआं से सेतुष्ट होती हें जो 
तलों ([) और (2) में उभयनिष्ठ हैं। साथ ही, क्योंकि यह समीकरण , ), ८ में रंखिक हैं, इसलिए 


यह एक तल निरूपित करती है । 

साथ ही, £८ के विभिन्‍न मानों के लिए, (3) तलों के एक निकाय (5950) को व्यक्त करेंगी । 
अतः समीकरण (3), तलों () तथा (2) की प्रतिच्छेदी रेखा से होकर जाने वाले तलों के तिकाय को 
व्यक्त करती है । 


6,8 दो तलों के बीच का कोण 

दो तलों के बीच का कोण, किसी बिन्दु से दोनों तलों पर खींचे गए अभिलम्बों के बीच के कोण 
के बराबर होता है। 

क्योंकि तलों 

45-89, 7--०४ +-4 ८ 

तथा 75 न 829 -+-८४४ -- ६2 २०0 

के अभिलम्बों के दिक्‌ू-अनुपात ऋमशः 6, 80, ८ तथा 6,, 03, ८५ के बराबर हैं, इसलिए 
। द 8/8270।08-0९, 

१/ 92-०१: १-- ०९१ ९/ ४८१--७,१--८९, 
जहाँ 0 दोनों तलों के बीच का कोण है। 


दोनों तल समान्तर होंगे, यदि दोनों अभिलम्ब समान्‍्तर हों। परन्तु दोनों अभिलम्ब समान्तर 
होंगे, यदि 


५0५8 0 


30. 0| _ 
32. ४22 

अतः यह वह प्रतिबन्ध है जब दोनों तल समान्तर होंगे । 

दोनों तल परस्पर लम्ब होंगे यदि 0-90" हो, अर्थात्‌ ००४ 0550 हो । अतः, 

.._  श82 7702-70.09₹50 ह्रो | 
यह वह प्रतिबन्ध है जब दोनों तल परस्पर लम्ब होंगे । 
टिप्पणी : दो तल सर्वंसस होंगे यदि उनके समीकरणों में ५४, 9, 2 के गुणांक तथा स्थिरांक पद 
समानुपातो हों । अर्थात्‌ जब, 


[4 4॥ (१ ८ व 
|॥ मै कया 0५ ही । 


ही। 
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7] 
0,9 तल से एक बिन्दु की दूरी 
मात्रा लल् का समीकरण 
(जगा नु-मद्ध 55 / की 0 
है, जहाँ # ( :«0) मूलबिस्यू रे तल पर डाले गये लम्ब की लम्बाई है तथा /, ॥, # इस अभिलम्ब की 
दिक्कीज्याएँ हैं। माना ।? (.0, ।५, ८0) कोई बिन्दु है जो इस तल पर स्थित नहीं है तथा यह बिंदु और 
मूलबिदु परस्पर तल के विपरीत ओर स्थित 
समीकरण 
दि जगा याद 5-८१! (2) 


एक तल लिकूपित करता है जो ([) के समान्‍्तर है, जहां ७' मूलबिन्दु से इस तल प्र डाले गये अभिलम्ब 
की लम्बाई है । 
यदि यह तल 7? (का ) से होकर जाता है, तो 
4 न शा फटा 9 
माला ?!]., ? से तल (]) पर डाला गया लम्ब है तथा माना 00 तथा 0५” मूलबिन्दु से 
क्रमशः तलों () तथा (2) पर डाले गये लम्ब हैं, जहाँ 0 मूलबिन्दु है । 
सब, ?[,>< पि् -२(0-. 0४ --/ -- / 
| 7ह | 5] 5 प्दघव-- 
अतः, बिछू (.0, ॥॥ ८0) से तल (४-7४ -+प्ध ८४ पर डाले गये लम्ब की लम्बाई, व्यंजक 
(| का _हट “| में बिन्दु के निर्देशांक रखने से प्राप्त होती है । 
उस स्थिति में जबकि बिंदु ? (७), 0५9, <9) और मुर्लाबदु दिए हुए तल के एक ही ओर स्थित 
हों, स्पष्ट झूप से मह लाम्बिक दूरी /--(६-- का -- ४», होगी । 
यद्धि तल का समीकरण (४ -] 3) |(2--72--0 है तथा 70 < 0 है, तो हम पहले इस समीकरण 
को अभिलाब स्वरूप 
| ४ ८ छ 
एक 7 उनल्कफ्कलए /फछफक्त 7 7 कककताह्ंत 
में बदलते हैं। तब उपरयवत परिणामों का प्रयोग करने से, तल 
6.४ 4-39 -(- (४४ -- १) 
पर (४,, ॥५, 2) से डाले गए लम्ब की लम्बाई 
है2 09, + (2, “2 
९6 ४१ ! 3०-५4 (१० 
जब्न मूलबिंद और दिया हुआ बिंदु तल के विपरीत ओर स्थित होते हैं, तब -+- चिह्न लिया 
जाता है तथा जब ये बिंद तल के एक ही भर स्थित* होते हैं तव -- चिह्न लिया जाता है। 





इफ्स्‍न कक कटातीक०० धाटैधर' अ 360९१ ४कर कट है *क २॥०२११४०००/ टट-०$:४६/तै+*घ*वहै ए 025 % १४2१:३११२४४नॉकैक+ 64००३ कककातत रैक "तह 30%3%:%:364-0९%५ एक >70५२ #+#९०एटडैर ०4. कक 


“यह दिखाया जा सकता है कि दो बिंदु (5४७, ॥५, 54) और (७, 09 59) तेल /»--फ४-- 
02--0 ६0 के एक ही ओर अथवा विपरीत ओर' स्थित होते हैं जबकि व्यंजक 8: --9)0 “९४, +॑- 
और ७.७ + 8399 4-05, --0 क्रमशः समान चिह्न अथवा विपरीत चिह्न के हों। इस प्रकार 
उपरोक्त मियम से हम यह निर्वारित कर सकते हैं कि घुलबिंदृ तथा दिया हुआ बिंदु दिए हुए तल के एक 
ही ओर स्थित हैं या विपरीत ओर स्थित हैं । 


72 गणित 


अतः किसी बाहरी बिन्दु (६, 9, 2) से किसी तल ॥६--७४--८०--0८50, जहाँ 6 धनात्मक या 
ऋणात्मक या शुब्य हो सकता है, पर डाले गए लम्ब को लम्बाई व्यंजक 
बऊ | का टेट 


१६७ /++। कत 


/कीसकिकी 
से दी जाती है ! 


6.0 दो दिए हुए तलों के बीच बने कोणों को समद्विभाजित करने वाले तलों के समीकरण 
माना दिए हुए दोनों तलों के समीकरण 
वाड-न-97?--टाड --प ८-0 
तथा 6४-०५ --८४४--४४ ८८४ 
हैं। हम इन दोनों तलों के बीच बने कोणों को समद्विभाजित करने वाले तलों में से किसी एक तल में 
कोई बिन्दु (४, 9, 2) लेते हैं | तब इस बिन्दु से दोनों तलों पर डाले गए लम्यों की लम्बाइयाँ परिमाण 
में बराबर होनी चाहिए । 


अतः: 8+ “- छा ॥ ॥ ध्प ८५2 | हा 4. त्ीः न 9:2५ न है / नि ते न 
>> कक का पानप्यपप्तपकससर कमर अपपक जा आ आए रूस “| >> अं न्ल्नाएट पे 
५ प्र न- 07-0९.“ 4१/ 9.7 --॥ ५ ९.२ 


ये &, 9, 2 में रेखिक समीकरण होने के कारण समद्विभाजित करने वाले तलों के बॉछित समीकरण 
निरूपित करती हैं । 

इनमें से एक समद्विभाजित करने वाला तल, दोनों दिये हुए तलों के बीच के म्यून कोण को तथा 
दूसरा अधिक कोण को समद्विंभाजित करता है । इसे एक उदाहरण की सहायता से समझाया जायेगा 
(अनुच्छेद 6.] का उदाहरण 4 देखिए) । 


0,44 हल उदाहरण 

उदाहरण ]: उस तल का समीकरण ज्ञात कीजिए जो >-भक्ष के समानन्‍्तर है तथा ॥ और “>-अक्षों पर 
ऋमण!ः 5 और 7 के अंतःछण्ड काटठता है । 

हल : माना तल का समीकरण 


न रथ 
ही हा हि का स्स्ल 
है | यहाँ 0-४5 और ८:७7 है । 
क्योंकि तल, #-भक्ष के समाच्तर है जिसकी दिक्कोज्याएँ , 0, 0 होती हैं, अत: तल का अभिलम्ब ए-भक्ष 
पर लम्ब होता चाहिए । 

परन्तु इस तल के अभिन्नम्ब के दिक्‌-अनुपात 


कफ हू! 

| ] 
इसलिए, “ए »&(--0% “+ “09% “>च्0 

धर 8 ८ 


तल है 8] 


पी 
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अतः, तल की बॉछित समीकरण निम्न हो जाती 
5 
बा 


या, 79 -- 52 --35 


उदाहरण 2: उस तल का समीकरण ज्ञान कीजिए जो बिन्दु (।, “), 2) से होकर जाता हूँ वर्षा 
प्रत्येक तल 


3४ न 20-32 च्|। तथा 5.07--4४-+-४ नर 3 
पर लम्ब है । 


हल : माता ([, --, 2) से होकर जाने वाले तल का समीकरण 
4(४--  ) न (7-+-] ) +- ८(2--2 ) # 0 


अर्थात्‌, 6 जु-09 _+९2-- व न- 0-2८ र 0 
है । क्योंकि यह वल दोनों दिए हुए तलों पर लम्ब है, इसलिए हमें निम्न प्राप्त होता है : 
36 --+ 20-30 <-८ 0 
56---47-- ८5 0 
इससे मिम्न प्राप्त होता है : 
च््ः /ः |! 
हि? 20 आम 7 अल 7, 2 आल 
68% «४३... को 
या, जा कल 
या, ल्‍ नस न के हा “८ (माना) 
इसलिए, धन्य 55, 05:90, ८८-१४: 


इन मानों को तल के समीकरण में रखने पर, हमें 
(5%--979-+-2--5 --9---22)/: 50 
अर्थात्‌, 52--99 +- [5-- 8 8 ८0 
प्राप्त होता है, जो तल का वॉछित समीकरण है । 
उदाहरण 3 : दिखाइये कि तीन बिन्दुओं ([, ।, ), ([,---, | ), (---7,--३3, “55 ) से होकर जाते 
बाला तल ऋ/?-तल पर लम्ब है । 
हल : (, |, ।) से होकर जाने वाले किसी तल का समीकरण 
4(७४+] ) | 0; ) |-( 2००. ) «0 


२५ 


है। यदि यह (4,--।, 3) तथा (-+], “3, -«उ) से होकर भी जाता है, तो हमें भिम्त प्राप्त 
होता है : 

4(]--] ) ०0 ( ---] ) +-०( (-- ) 5८0० अर्थात 8-50 
तथा, 68(--7०--+] ) +9(---3-- ) +४6( -+३---) 50, अर्थात्‌ 46--20 --32 ८0 


या ) (४ जम "7 हद 
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तल के समीकरण में # तथा ८ के इन मानों को रखने पर, हमें निम्न प्राप्त होता है : 


4 
ध(७४--। ) ++ पु (2--) 0 
या, 3.४-- 3 --4:2 -[-> 4८ ९) 
या, बे अभी 


अतः यह समीकरण ही तीनों दिए हुए बिन्दुओं से होकर जाने वाल तल का प्रभ्नीकरण है । 
अब, &72-तल का समीकरण 9:-0 है । 
क्योंकि इन तलों के अभिलम्बों के दिकू-अनुपात क्रमश: 3, 0, --4 तथा 0, |, 0 हैं । इसलिए 
(/--#ागाउ मात, न 0 है 
अतः, तल 3.न्‍-- 42--। 50 तल #<८0 पर लम्ब है | 
उदाहुरण 4 : तलों 2.:--“#--22--3 550 तथा 3,.7--279--06:--8-50) के बीच बने कोणों की 
समद्विभाजित करने वाले तलों के समीकरण ज्ञात कीजिए । यह भी बताइये कि कौन-सा तल न्यून कोण 
को समह्दिभाजित करता है तथा कौन-सा तल अधिक कोण को समद्विभाजित करता है | 
हल : समद्विभाजित करने वाले दोनों तलों के समीकरण निम्न हैं : 
24070 22 3. 30720 | 62778 
शक्र+-जिआा ऊकफऊऋा (फल 
2.0-+ 9-25 +-3 पे __3.0--2)'-062-[- $ 





५ ४७8 90 है 
धनात्मक चिह्न लेते पर, हमें 
पेन #>+ पद - 3 ८ 0 () 
प्राप्त हीता है । 
ऋणात्मक चिह्न लेने पर, हमें 
23.0--] 39--322--45 5-0 (2) 


प्राप्त होता है । 

अब हम किसी एक समद्विभाजित करने वाले तल, माना () तथा दिए हुए किसी एक तल, 
माना 2४--»- 23--3 550 के बीच का कोण ज्ञात करते हैं। यदि इन दोनों तलों के बीच का कोण ॥ 
हो, तो 


3 ४ 2-57 ४४ |-०4 7६ 2 है है मा 
एक ४ हु मी कम तक 27 78 पक कक 2 
५८5१-- (- -)7- (4) ५/28-[- (०० )? 2०2. 30/42.. (/42 
|| | 
हट ९ स्लम्गा ्८ (0६ 45 
परच्तु, के ८:0$ मी 
इसलिए, (]>45" 


कम्आ 


* यदि ००३ 0 का मात ऋणात्मक आता हैं तो हमें उसका केवल निरपेक्ष मान ही लेना चाहि 
क्योंकि हमारी रुचि विभाजित करने वाले तल और दिए हुए तल के बीच न्यूत कोण ज्ञात करने में ही है । 





तल 5 
अतः, समद्विभाजित करने वाले तल (]) तथा दिए हुए तलों में से एक तल के बीच का कोण 
45' से अधिक हैं| अतः समीकरण () दोनों दिए हुए तलों के बीच बने अधिक कोण को समद्रिभाजित 
करने वाले तल की समीकरण है, और इसलिए समीकरण (2) दोनों दिए हुए तलों के बीच बने न्यूल 
कोण की रामद्विभाजित करने वाले तल की समीकरण है । 
उदाहरण 5 : दिखाइये कि समान्‍्तर तलों 
2%&--22 2-3 550 तथा 4४---49--22--5 5-0 


के बीच की दूरी का हे । 


हल : हेम पहले तल में कोई बिन्दु (3, »५, 2,) लेते हैं । जिससे 
। 2505-29 -+- 2] रू ---3 । (() 
अब (.७,, 07, 2/) से दूसरे तल पर डाले गये लम्ब की लम्बाई 
4-49 -+ 22, “४ 
3 क-+ ( -+-2 
___ 2(2:0--209 +-2 ) | 5 
0 

हि का का हो 


जार [() से] 


| 


] 


कक &-३-क०- 


0 


के के +कल्सनमर, 


प्रशनावली 6. 


4. बिन्दु (2, 3, ।) से होकर जाने वाले तल का समीकरण ज्ञात कीजिए यदि तल के अभिलम्ब के 
दिक्‌-अनुपात 3, 5, 7 हैं । 
2, तल 3:--479--2--5:50 के समीकरण का अभिलम्ब स्वरूप ज्ञात कीजिए | 
3. उस तल की अंतःखण्ड स्वरूप में समीकरण ज्ञात कीजिए जिसकी समीकरण 
:८--3४--72--2550 है । 
4, बिन्दु (2, ।, 3) से होकर जाने वाले उस तल का समीकरण ज्ञात कीजिए जो तलों 
। ४-20 2253 तुथों 28/०--॥/०5&ल्‍#5) 
के प्रति्छेदन से होकर भी जाता है । 
5. दिखाइए कि तल 6४--/४नैत'नत0, 0#-+- ०४-2० 7०० तथा ८४ौ--००४४--६5-० क्रमश: > ४, 
एफ तथा 25-तलों पर लम्ब हैं । | 
6. उस तल का सम्तीकरण ज्ञात कीजिए जो »-अक्ष पर --7 का अंतःखण्ड काटता है तथा 2#-तल 
के समान्‍्तर है । 
7. दिखाइए कि तल ४-]|-297--32-+-45>0, तलों 
2४--59-+-42--550 तथा 4४ - 7>--02-+-2550 
में से प्रत्येक पर लम्ब है । 


॥6 


80. 


![, 


42. 


0५ 


[4, 


गणित 


, ब्रिन्दुओं (2, , 0), (3,---2, 72) तथा (3, , 7) से होकर जाने वाले तल का समीकरण 


ज्ञात कीजिए | 


, क्या आप बिच्दुओं (--2, 3, 5), (!, 2, 3) तथा (7, 0,--) से होकर जाते हुए तल की 


एक अद्वितीय समीकरण प्राप्त कर सकते हैं / यदि नहीं, तो क्यों ! 

यदि बिन्दु 0(6, 0, ८) से ४2 तथा 7ए-तलों पर ऋरमश:ः लम्ब ?0।, तथा [५ खींचे जायें, तो 
तल 0.0 का समीकरण ज्ञात कीजिए, जहाँ 0 मूलबिन्दू है । 

दिखाइये कि चारों विर्दु (-- 6, 3, 2), (3,--2, 4), (5, 7, 3) तथा (--!3, [7,--[) 
एक तलीय (००एध्याक्षा ) हैं ! 

दिखाइये कि बिनन्‍्दुओं (6,-- 4, 4) तथा (0, 0-4) को भिलाने वाली रेखा बिच्दुओं 
(--, ८-2, -53) तथा (7, 2, -75) को मिलाने वाली रेखा को काटती है । 

बिन्दुओं (--!, ।, [) तथा (!,--!, ) से होकर जाने बाले तथा तल ४->29+- 2८ २5 
पर लम्ब तल का समीकरण ज्ञात कीजिए | 

एक तल निर्देशांक भक्षों से 8, 8, ० पर इस तरह मिलता है कि चिभुज &80 का केन्द्रक 


द (०७॥0[0 ) बिन्दु ( [, “2, ) ) है | दिखाइए कि इस तल का सभीकरण 0,४-+ 37 “० टैय 


85. 
0, 
7. 


8. 
9. 


20, 


2. 


-“]8 है। 

तलों 2४/--+/-50 और 32--755० की प्रतिच्छेदी रेखा से होकर जाने वाले तथा तल 
4.४--59--32ल्‍8 पर लम्ब तल का सभीकरण ज्ञात कीजिए | 

उस तल का समीकरण ज्ञात कीजिए जो तल 55--379--62--8 -- 0 पर लम्ब है तथा जिसमें 
तलों ७|-29--32-- 4550 और 2४--४- ४--5550 की प्रतिच्छेदी रेखा स्थित है | 
मूलबिन्दु से किसी तल पर डाले गये लम्ब का' पाद ([2, --4, --3) है। उस तल का समी- 
करण ज्ञात कीजिए । 


यदि बिन्दुओं (4, --, 2) तथा (--3, 2, 3) को मिलाने वाली रेखा एक तल पर लम्ब है 
तथा उससे बिन्दु ( -0, 5, 4) पर मिलती है, तो उस तल का समीकरण ज्ञात कीजिए । 
बिन्दुओं (, 0, 0) तथा (0, !, 0) से होकर जाने बाले तथा तल #-. 9८८३ से या का 


कोण बनाने वालें तल का समीकरण ज्ञात कीजिए । 

पलों #-|29--228--3550 तथा 3»--49--22---4-50 के बीच, बने कोणों को 

समद्विभाजित करने बालें तलों के समीकरण ज्ञात कीजिए तथा वह तल दर्शाइये जो स्यूत कोण 

को समद्विभाजित करता है । द 
एक जहा तल (एक्0806 9]876),, जो भूलबिन्दु से एक स्थिर दूरी 39 पर रहता है, निर्देशांक 

अक्षों को 8, 5, ८ पर काठता है। दिखाइये कि त्रिभुूग 080 के केन्द्रक का विन्दपथ 
क। ह 


[ 
कक गम “ हे का प्र है | 


एकक ५]] 
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7 रेखा के समीकरणों का असमम्तित रूप 
आगे दो नज्ों के समीकरणों 
00 ->0० -- (४-- 4, ६0 () 
ना 6, «50, '० (४४ -- हैं, ४: 0 द ([ 2 ] 
पर विधार करे । सदि ये दोनों तल समातर नहीं हैं तो इन्हें एक रेखा में अवश्य काटना चाहिए। अतः 
हम एस दोनों समीकरणों को मिलाकर एक रेखा के समीकरणों के हूप में ले सकते हैं । यह निष्कर्ष कि 
() वा [2] मिलकर एक रेखा निरूषित करते हैं, इस तथ्य से निकलता है कि रेखा पर स्थित कोई 
भी विछू दोनों हलीं पर हिंद है. और इसलिए इसके निर्देशांक समीकरणों () तथा (2) दोतों को 
गललाए करते हैं। विज्ञोगगः कोई विद जिसके निर्दशांक समीकरणों () तथा (2) को सल्तुष्ट करते हैं, 
दोगों सालों पर दिखते है तथा इसलिए! रेखा पर स्थित है। समीकरण ([) तथा (2) मिलकर एक रेखा 
की : मम्मित (पराउज़ाशाशा।ं) समीकरण कहलाती हैं | 
दिप्पणी : किसी रेखा से होकर जाने थाले दो भिन्‍ने तलों को निरूपित करने वाले समीकरणों 
के युग्म की सहायता से उस रेखा का निरुपण वास्तव में अद्वितीय (४४५४०) नहीं होता है । एक रेखा 
के ऐसे दो तलों के समीकरणों के युग्स की सहायता से अनन्त निरूपण हो सकते हैं जितकी यह रेखा 
उभपनिष्ठ प्रतिच्छेंदी रेखा है। उदाहरणार्थ, समीकरणों 
ते त09-+0/7०7 
तथा ॥४+- ४००४: 2 
दारा मिरपित रेखा, समीकरण 
[08-9-०ऐ/9 + 9 
पी 4६-|-9९००5255 
के परम द्वारा भी निरूपित की जा सकती है। 


7.0 रेखा के समीकरणों का सममित या बीनानिकल रूप 


माना एक रेखा, जिसकी दिवकोज्याएँ /, ॥, ॥ हैं, पर एक बिन्दु 8 (७, 0५ 2/) है| रेखा पर 
कोई अस्य विच्द ?(0, ॥ ८) लीजिए तथा मात लीजिए कि ?:०/ है। रेखाखण्ड ॥? के निर्दशांक 
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अक्षों पर प्रक्षेप ५४ --.५४॥, #--9,, ४-23 हैं, जिससे हमें 
५ ए-ल्‍गप आया तैथीं इहट]क्‍या 
प्राप्त होता है । 


बस लिए तल 


सतत ज॑ 2 2] 
प्र | 
समीकरण ([) रेखा की सममित (5ज॥॥76॥7708|) रूप में बॉछित सप्तीकरण हैं । 
टिप्पणी 4 : यदि किसी रेखा के दिकू-अनुपात ७, 9, 6 हीं, तो (5, 9,, 2/) से होकर जाने 
इ5 हल 2 8 लक, 
| ) ९ 





(।) (क्योंकि प्रत्येक.।' के बराबर है) 


वाली इसे रेखा के ससीकरणों का ससमित रूप होगा, क्योंकि 9. 0,९; 


), ७, ॥ के समालुपाती हैं । क्‍ 
छिप्पणी 2 : उपर्युक्त सभीकरण () से यहु निष्कर्ष निकलता है कि 
हऋच्न्ष ४, ५55५, +शार तथा शन्‍न्ट।न॑छा 
है, जो प्राचल (छब४०9०(८४) ४ की पदों में रेखा पर स्थित किसी बिन्दु के व्यापक निर्देशांक हैं । 
इल समीकरणों को किसी रेखा के प्राचलिक समीकरण (छ9श/'छा८7० यृुएछ/078) भी कहते 
हैं । 
दिप्पणी 3: समभित रूप सें £, # तथा 72-अक्षों के समीकरण क्रमश: 


मं जज जा. 9 8 तथा ८ -+-. हैं | 
] 


0 


0 
7.3 दो बिन्दुओं से होकर जाने वाली रेखा के समीकरण 
भानता (हा, 77, 54) तथा (.७,, 0५, 2५) ए हुए ब्िन्द हैं। क्योंकि इन बिन्दुओं से होकर 
जाने वाली रेखा के दिक-अनुपात ७-७, 99-90), 2/“2, दैं। अतः इस रेखा की सममित रूप में 
वाँछित समीकरण 


जलन 3 मल 6 2। के। 
और ज। 8४५४ 23 गाया 


7.4 रेखा के समीकरणों का असमसित रूप से सममित रूप में परिवर्तन 
माना किसी रेखा के असममित रूप में समीकरण 
धाज न+079-+ ८ह-॑-4 *न-0 () 
तथा 4,४-- 0, 7--८५2--थ, रू0 (2) 
हैं। माना समीकरण () तथा (2) मिलकर जिस रेखा को निरूपित करते हैं उसके दिक-अनुपात 6, 8, ८ 


हैं । क्योंकि यह रेश्षा दोतों तलों () तथा (2) में स्थित है, अतः दोनों तलों के अभिलम्ब इस रेखा पर 
लम्ब होने चाहिए । 


#न्रिविमीय ज्यामिति में किसी रेखा के समीकरणों के सममित रूप में हर में शून्य लिखने की 
परिपाटी केवल यह दर्शाने के लिए है कि वह रेखा तदतुरूपी अक्ष पर लम्ब है तथा यह अर्थहीन राशि 
का मात निर्धारित करने के लिए नहीं है । 
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इसलिए प फ्चा -+ 9) । ८0 स्लः0 
तथा, ६६; --०202-- ८९३४८ 0 

४५ ध 2 ९ 
इससे हमें कर कि 2 वि कस लरल अब शव मन किम 

0402---220१ 008-- ८६6 60:/--६४०0 £६ (माना ) 

प्राप्त होता है, जहाँ & कोई स्थिरांक है । 

इसलिए, वन (00-४2), 0 नी (००,--०व्य ), ८सत(०:१,--- १५४] ) 


अब, हमें इस रेखा पर स्थित किसी बिन्दु के निर्देशांकों की आवश्यकता है | सुविधा की दृष्टि रो, 
हम इस रेखा गौर ह५-तल, अर्थात्‌ तल 25८0%* का प्रतिच्छेंद बिन्दु ज्ञात करते हैं। () तथा (2) 
में 2550 रखने पर, हम 


4३.४--0] 9-६, ++ 0 


तथा, ताज न 929 ध 2 न्न्े 
प्राप्त करते हैं । 
हर] हम 9 ] 
सलिए न कक बज 4 नमन कक पी तल (अर मी कि कक यमन 
2232 भव, पी जग पक 
इसलिए, कक 030५ हा 8५26, र्तध 82 १ ४। ] 
६] 0.2५ 6] (| 0 ॥-०८५0+ 


अत्तः रेखा पर स्थित एक बिन्दु के निर्देशांक 
(६ | ॥ ८ पट 024 दा ६..---([, (#48॥ 0 ) 
440,"+४,/॥ 44] 0.-+ध )४)] 


हैं। अत, सभी में / काटने पर, इस रेखा के समभित रूप में बाँछित समीकरण 


80."77/2 थ॑। जल _४42--4५4॥ 
(व १ृ | “(7५8] । ध8027-74:207 हैं । 
कह (७ 6, ८] (१4,/+7£०५7 था 82+थ 393 टः 


7.5 रेखा तथा तल के बीच का कोण 


एक रेखा तथा एक तल के बीच का कोण, उत्त तल के अभिलम्ब तथा दी हुई रेखा के बीच बने 
कोण के प्रक कोण ((०गफंशिााणा।879 धाहां०) से परिभाषित किया जाता है। माना एक रेखा के 
समीकरण - 4. व्क न 2. हतन हैं तथा एक तल का समी करण 4:८--0»+-८४2-+-४5-0 है, जहाँ 


7॥॥ 
/॥ ॥॥, / रैेबा के दिकू-अनुपात हैं तथा 6, 9, ८ तल के अभिलम्ब के दिक्‌-अनुपात हैं । 
यदि रेखा तथा तल के बीच का कोण 0 है, तो दी हुई रेखा तथा दिए हुए तल के अभिलम्ब के 
बीच का कोण 90.0 है । 
*हुम तल 2-50 के स्थान पर रेखा का तल (०0 या 9-0 के साथ भी प्रतिच्छेद बिन्द 
ज्ञात कर सकते हैं। उप्त स्थिति में जबकि रेखा किसी निर्देशांक तल के समान्तर है, हम उस रेखा का _ 
य दो निर्देशांक तलों में स किसी एक तल के साथ प्रतिच्छेद बिन्दु ज्ञात करंगे | 
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4(/नै- ##--(क 
जे ५० (90--0) 5 उकवकक उत्कदता 
& -॑ 00 -+- शा हि 
्फ्कश्फकण 5 श्नफकेल 
इस प्रकार, दी हुई रंखा तथा तल के बीच का कोण ज्ञात हो जाता है। 


या, 9॥ 0 -- 


7.6 रेखा के किसी तल में स्थित होने के लिए प्रतिबन्ध 
माता रेखा तथा तल के समीकरण ऋरमश: 


2 तय दा 
77 | 
तथा कडन-97-+-८८2+ं-्ध न 0 


हैं, जहाँ /, ;8, # रेखा के दिक-अनुपात हैं तथा 6, 0, ८ तल के अभिलम्ब के विक्‌-अनुपात हैं । 


रेखा तल में स्थित होगी यदि 
(+) तल का अभिलस्ब रेखा पर लम्ब हो, तथा 
(॥) रेखा पर स्थित कोई भी बिन्दु तल में स्थित हो । 
(7) तथा (४) से, हमें निम्न प्रतिबन्ध प्राप्त होते हैं : 
धाज- 90 -+- ८का न्‍+ 0 हि 
तथा, वा |+29,-+-“ ८८2,] +- ४८ 0 
' उपर्यक्त ही किसी रेखा के किसी तल में स्थित होने के लिए वॉँछित प्रतिबन्ध हैं । 
उपप्रभेय : उस तल, जिसमें रेखा 
5 - शत आया 
|| हा] || 
स्थित है, का व्यापक समीकरण द 
ह & (ह४--57)+9(9--५७३ ) + ९(५--४,) ८0 
है, जहाँ 8, 38, (! इस प्रकार हैं कि 
5 नी जि।॥-[(आरू 0 


7.7 दो रेखाओं के बोच की लघृतम दूरी 


हम दो दी हुई विषमतलीय* रेखाओं (86७४ ॥769) के बीच की लघुतम दूरी ($0070४ 
१8(8॥०8) [8. 70.] को उस रेखाखण्ड से परिभाषित करते हैं जो दोनों दी हुई रेखाओं से समकोण 
पर मिलता है। लघुतम दूरी ($. 90.) की लम्बाई, लघुतम दूरी की रेखा के समीकरण तथा उम 
बिन्दुओं के निर्देशांक जहा लघुतम दूरी की यह रेखा दी हुईं रेखाओं को काटती है, ज्ञात करना एक 
उदाहरण की सहायता से स्पष्ट किया जायेगा (देखिये उदाहरण 5, अनुच्छेद 7.9) । 


* दो रेखाएँ विषधभतलीय तब कहलाती हैं जब वे दोनों एक ही तल में ते नहीं होतीं । दो 
विषमतलीय रेखाएँ सदैव असमान्तर तथा अप्रतिच्छेदी होती हैं। व क्‍ 
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7.8 बिल्दु की किसी रेखा से दूरी 
माता एक रखा के समीकरण 


कक, मम पाक 4 कि इक 2 


कमान 


[ ॥॥ | 
हैं, जहाँ ॥ ॥॥, / इस रेखा की दिक्‍्क्रोज्प्राएँ हैं। मारा ?(७६, ५, 2: ) एक बिन्दु है जो रेखा पर स्थित 


हीं है। हम रेखा पर स्थित बिन्दु (६६, 9, 2) को 0 से दर्शाते हैं। ? मे दी हुई रेखा पर एक 
लम्ब शेर ब्रींचा भया है (देखिये आकृति 7,) 


72(%४ 27 ५2 ये 2.) 


श्े | 
(५ |4 ० ४] *<॥। ) 


आकृति 7.] 


अब, 7? का इस रेखा, जिसकी दिककोज्याएँ / %, # हैं, पर प्रक्षेप 0४ है । 


इसलिए, एप ह(00-0) नशे (उ+ 2) नीए नस) 
साथ ही,.. 00९5 (७४-०)*+ 0७--/)+ नव) 
इसलिए, शी: /960*-07४ 


न | (७४-- ) (४-७७) (20-०2) 


“5(0७--०३) 7 9५-77) न 7( 252: था 
यह ही किसी बिन्दु की एक दी हुई रेखा से वॉछित दूरी है। |. 


47.9 हुल उदाहरण 
उदाहरण । : उत्त रेखा के समीकरण शात कीजिए जो रेखा 
2 रा दा 
3 [. 9 
के समान्‍्तर है तथा बिन्दु (3, 0, 5) से होकर जाती है । 
हल : क्योंकि रेखा दी हुईं रेखा के समान्तर है, अतः इसके दिक्‌ू-अनुपात 3, |, 9 होंगे। अतः रेखा के 


है 
ण तक तक केक वननककन+कमन++०_-नकनकन्मक.. बंप अमन कैब >जक+-करक-ल्‍कलनसक-० शिरमाममाक 4 ४ अमपसरिकिमओ, 
वाँछित समीकरण ठ ठ हैं। 
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उद्याहरण 2 : उस बिन्दु के निर्दशांक ज्ञात कीजिए जहाँ रेखा 


- गम न आकर तल 3%-+-49-+४व स्ू5 


4 हे “2 ' 
को काटती है। 
हल: माना “७३.००: -क है। 


इसलिए, व --], ॥+१४८--३, 2552--2/ 
क्योंकि रेखा तल को काटती है इसलिए ४, », 2 के ये मान, #£ के किसी मान के लिए, तल के समीकरण 
को सच्तुष्ट करेंगे । 
४, ४, 2 के मानों को तल के समीकरण में रखने पर, हमें तिम्त प्राप्त होता हैं : 
3(४--4) 4-4 [ ॥:-- 3) +-5 (2-2४) #२5३ 
इसलिए, (72 
अतः, बाँछित प्रतिच्छेद बिन्दु (।, 3, --2) है। 


उदाहरण 3 : बिन्दु (, ।, ) से होकर जाने वाले तथा रेखा 
४०29 न 2 ल|टे, कए न 3072 नै | सु 0 

पर लम्ब तल का समीकरण ज्ञात कीजिए । 
हल ; माता (], ।, )) से होकर जाने वाले तल का समीकरण 

5 (४--] ) 3 (॥--। ) (१! (2-- ) 50 ([) 
' है क्योंकि यह तल दो दिए हुए तलों की प्रतिच्छेदी रेवा पर लम्ब है, अतः यहे उत दोनों तलों पर 

लम्ब्र हीना चाहिए। अतः हमें 
0 - 23 7 (न 0 
तथा, 40 -- 33---(१ >> 0 


प्राप्त होता है, जिमसे हमें 


हि. ६ 3. एट द 
2०3 बर्न). 3 
अधति, 5 रा ही 
द 9 0 || 
प्राप्त होता है । 


/&., 3, ( के ये समानुपाती मात्र (।) में रखने पर, हमें मिम्न प्राप्त होता है : 
-- ४-5 (/-+|) + | (2---] ) 550 
या, पन-+ 3 ० [2 “5 5 5-0 
यह ही तल की वांछित समीकरण है । 
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83 
परदाहरण 4 : उस तल का समीकरण ज्ञात कौजिए जिसमें रेखा 
रण 72 
“52. 3 [ 
तथा बिन्दु (--, 0, 2) स्थित हैँ । 
हल : दिए हुए समीकरणों को 
अली बज 
2. 3 न 
के रूप में लिखा जा सकता है। किसी तल का समीकरण जिसमें दी हुईं रेखा स्थित है 
5» -- 3 ()-- ) -+ ७० (दा ) न्भ्प्ि ( ) 
है, जहां “720 --38-.-0--0 (2) 
क्योंकि ([) बिन्दु (--, 0, 2) से होकर जाता है, इसलिए 
“2-3 -+-05--0 (3) 
(2) तथा (3) से, हम निम्न प्राप्त करते हैं : 
एमी. 2 कह. 2 य 
3४७ है ]+2  2+-3 
या, हैं स्तर ञ नल हे ८४ (मात्ता) 
इसलिए, /& ५२2, 3-53/2, 0-5६ 


४५, 3 तथा ( के मान () में रखने पर, हम 


22--3(४--)+5(2--) 50 
अर्थात्‌, 2> -ै- 39 -- 52---8 --50 


प्राप्त करते हैं, जो तल का वाँछित समीकरण है। 


उदाहरण 5 : रेखाओों 


कलह कस किन फैन सनन-9+-मनन ०... िभननन-न ७... +रपिफिमनाीणकान>कनननाक, च््ज्थ्चि 


है अं कक 


के बीच लघृतम दूरी वाली रेखा के समीकरण ज्ञात कीजिए । लघुतम दूरी तथा उन बिन्दुओं के निर्देशांक 
भी ज्ञात कीजिए जहाँ लघुतभ दूरी वाली रेखा दी हुई रेखाओं को काठती है । 


४-० 2-9 _2-- (0 __.. 
हल + सात्तां ठठ ब्ल्ल लिलाल है. नमः करा 6 





(हा 2: अल अल ८ मी कक: 
तथा, ु हु 


इसलिए, (3/:५ बज लि के; 7//--0) तथा (37, +5, 8/8 न है सकल क्रमशः दी 
हुई दोनों रेखाओं पर स्थित बिन्दुओं के व्यापक निर्देशांक हैं। हम इन दोनों बिक्दुओं को ऋमशः ?। तथा 


आांयांक् 
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7, से व्यक्त करते हैं। ?,?, के दिक-अनुपात . 
0 नत 3/५ 9 /+,- |! (/१-- 6-7” 386 , है - 5/' न 5 
हैं। यदि रेखा ??।?, दोनों रेखाओं पर लम्ब हो तो वह लघुतम दूरी वाली रेखा होगी । इस स्थिति में, 
हमें निम्न प्राप्त होता है : 
3(3/ .--3/, -“ 7)--6(-- 6/, -: 8/,-- 38) +- 7(77५ +-$/॥ + 0) 0 
तथा, 3(3॥--3/५--7) +-0 (--०60-- $78-- 38 )--5 (7 +57/४+-5) 5० 
हत दोनों समीकरणों को क्रमशः सरल करने पर, हमें निम्न प्राप्त होता है : 
]9 7५ “ 777/0+- 3][5«() 


तथा, [[0 -+-+/7४ ++25 50 
ि ।9 कि 
:5१0। (न कक लय >म ल मलतज की व शक. मम जज अमन लिक :+ मानक कल न 
' 775फ25--3]8:%:7 3]%]--457>%25 57%>८7--77%८ ! 
अर्थात्‌ हक अपन यश. 
8) “5252. “-5(4 252 
इसलिए, ॥ समय तेथा ।+६०-2 


४ तथा ५ के इन मानों को क्रमश: 7? तथा 7, के निर्देशांकों में रखने पर, हम 

9 (5, 7, 3) तथा ?, (9, 3, !5) 
प्राप्त करते हैं । ये उन बिन्दुओं के वाँछित निर्देशांक हैं जहाँ लघुतम दूरी वाली रेखा दी हुई रेखाओं 
को काटती है। 


इस लिए, लघुतम दुरी तथा, ९ 9-5) + (3_योकतउ-आे 


अन्त में, लघुतम दूरी वाली रेखा, अर्थात्‌ ब्रिन्दुओं 2 (5, 7; 3) तथा ?, (9, 3, ॥5) को 
मिलाने वाली रेखा के समीकरण निम्न हैं : 
'अअह 5 क अहा पक: कर, 
9-5 ]3ल्‍| 5७- 
2 दा आल 


|, 
के अब 
सा, ६ आशाड ६7 4 ६-8 हा > 
ह ] 6 
उदाहरण 6 : बिन्दु ( ) की रेखा कक न ५ न्म् हक से दूरी ज्ञात कीजिए 





हल : रेखा के समीकरण --.. अं ५ को हैँ । 
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इसलिए, इस रेखा की दिक्कोज्याएँ 


्प् 6 नल 
७(०5०। 6१-८७) /(-52)-७१०-(००३७॥४  /(७0) ०6९३-००) 
हु 2 6 3 

धर्ति, भा क हक 5: 7४ # | 


बिन्दु (4, 0, [) रेंखा पर स्थित है। इस बिन्दु की दिए हुए बिन्दु (2, 3, 4) से दूरी 
५/(4- 2)*-- (--3)१+ ([--4)*5- «/ 52 है। दी हुई रेखा पर इन दोनों बिन्दुओं को 
मिलाने वाले रेखाखण्ड का प्रक्षेप 
6 
न“ (4-2)+-क (-3)- 


अत:, बाछित दूरी 


व्यय 32७६3 4533५). ०० २अाक+ के 2क+ ४» ब3-3>4_%.2% ++3-५००- “५ २५ ९५००७ _. गज >लअफज>भम०_०.. 4 ड़ 
&. 


प्रदनावली 7. 


8, मूलबिरदु से होकर जाने वाली तथा दिक-अनुपात 2, 3, 4 वाली रेखा के समीकरण क्या हैं ? 
2. दोनों समीकरणों 
न ४ न 2--] ऋ्ौ0 
तथा 20-- 7“ 32 -- | +0 
द्वारा मिलकर दी जाने वाली रेखा के सममित रूप में समीकरण ज्ञात कीजिए | 
3. भमिम्न समीकरणों द्वारा मिरूपित रेखाओं के सममित रूप में समीकरण क्या हैं ? 
(२) <&च्लप, 3 न्न0 
(7) बाज नै-शछन- शान), 6%४--0५४ “८४०६० 
(॥॥) अच्न्व, 097८४ -ै-पै मत 0 
(9) कर--2>न+ ८०0, (९-०८ --/:<0 
4. उस बिन्दु के निर्देशांक ज्ञात कीजिए जहाँ बिन्दुओं (2, ---3, ।) तथा (3, 4, --5) को 
मिलाने वाली रेखा तल 2४--५०-+-£5<»7 की काटती है । 
उस रेखा के समीकरणों को ज्ञात कीजिए जो बिन्दु (5, --7, --3) से होकर जाती है तथा 


रेखा नाथु 7 थ्प- बज जा / के समान्‍्तर है । 


गा 
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40. 


॥. 


42. 


3. 


4, 


5, 


गणित 


दिखाइये कि दो रेखाएं 


तथा 


परस्पर काठती हैं । इन रेखाओं के प्रतिच्छेद बिन्दु को भी ज्ञात कीजिए । 


, दिखाइये कि रेखाएँ 


४]-->29--52--95२05७८३४--० न 2४- ४ 
तथा 22--39-- ४---3>६0554७---5»-+-४2-+-3 
एकतलीय हैं । 
एक रेखा जिसके दिक्‌-अनुपात 2, , 2 हैं, समीकरणों 
४9 नै-धक 2, &-न॑-धन्स 29-22 
द्वारा निरूपित प्रत्येक रेखा से' मिलती है। प्रत्येक प्रतिच्छेद बिन्दु के निर्देशांक ज्ञात कीजिए । 


« बिन्दु (2, 4, --) से रेखा ४-|- 5 स्तन ले 20 पर डाले गए लम्ब के समीकरण 


ु -+-+9 
ज्ञात कीजिए । इस लम्ब के पाद के निर्देशांक भी ज्ञात कीजिए । 


तल 2#--2-+-<न-3550 में बिन्दु (, 3, 4) के प्रतिबिम्ब के निर्देशांक ज्ञात कीजिए । 





रेखा प्न्ण-- गंगा तथा तल ४--)--४5-5 के प्रतिच्छेद बिन्दु से, बिन्दु 
(-- 4, “55, ---0) की दूरी ज्ञात कीजिए । 
बिन्दु (--, 3, 2) से होकर जाने वाली तथा तल ४---29--2253 पर लम्ब रेखा के 


समीकरण ज्ञात कीजिए । इससे प्राप्त लम्ब की लम्बाई तथा उसके पाद के निर्देशांकों को भी 
ज्ञात कीजिए । 


बिन्द्‌ (, 2, 4) से होकर जाते वाली तथा रेखा : 
32-29 “2 ++4, &४---29 “-- 2255 5 
के समान्तर रेखा के समीकरणों को ज्ञात कीजिए । 
उन रेखाओं के बीच का कोण ज्ञात कीजिए जिनमें तल 
3%2-79 --- $25८5 तथा 5% -- 39 -32--25--0 
तल 8४--]9-]-22550 
को काटते हैं । 


बिन्दुओं (!, 0, -- 7) और (3, 2, 2) से होकर जाने वाले तथा रेखा 


] ] 
ता [कता (-79) २ “हु (352) 
के समांतर तल का समीकरण ज्ञात कीजिए । 
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6. उस तल का समप्तीकरण ज्ञात कीजिए जिसमें रेखा - जज: मी पी - 2५7४ 
तथा बिन्दु (0, 3, 0) स्थित हैं । ह 
]7. रेखाभों 
मं की 8 
2 --7 5 
2” “- -- 9 
तथा का |...) ा || ही 


के बीच लघुतम दूरी की लम्बाई तथा लघुतम दूरी वाली रेश्शा के समीकरण ज्ञात कीजिए । 
8, बिल्यु (5, 4, -- [) से रेखा 
अब अर /॥ 


6 9 
पर डाले गए लम्ब की लम्बाई ज्ञात कीजिए । 





7 
5 


एकक जता 


गोला 


8.] परिभाषा 


. गोला (गोलक) [87065] एक बिच्दु का बिन्दुपथ है जो आकाश में इस तरह चलता है कि 
इसकी एक स्थिर (॥080) बिन्दु से दूरी हमेशा स्थिर रहती है | स्थिर बिन्दु गोले का केस्द्र ((७॥॥6) 
तथा स्थिर दूरी उसकी ज़िज्या (8078) कहलाती है। 


8.] गोले का व्यापक समीकरण 
माना गोले का केरद्र (6, 8, ८) है तथा इसकी त्िज्या / है। हम गोले पर कोई ब्िस्दू (४, ), 2) 
लेते हैं। तब इन दोनों बिरदुओं के बीच की दूरी / होनी चाहिए । अतः, हम 
(४-०) + (2-0 )+ (2-८) २ । 
अर्थात, ४-38 +४--24%--2०१--श८४--०४ “४ ८४० +४:-.) 
प्राप्त करते हैं, जो बिन्दु (४, » ४) का बिनर्दृपथे है तथा इसलिए यह ही गोले की वछित व्यापक 
समीकरण है । इस व्यापक समीकरण को प्राय: 
5१-- ए१--7१--205 + 20५ न 2०१४ -+- 050 ()* 
के रूप में लिखा जाता है। हम देखते हैं कि व्यापक समीकरण (]) की निम्न लिखित विशेषताएँ हैं ; 
(7) यह 5; », 2 में द्वितीय घात की समीकरण है, कर्थात्‌ 5, », £ में से प्रत्येक की अधिकतम 
. घात 2 है। 
(#) ४“, 9 तथा ४? में ते प्रत्येक के गुणाँक़ बराबर हैं । 
(77) इसमें ४», 32 और 22 के प्रकार के कोई भी गुणन पद (00७० एप ) बहीं हैं । 


विद्ोमत: ५, ॥, 2 में प्रत्येक द्विघात समीकरण जो उपर्युक्त तीनों विशेषताओं को सततुष् 
करती है, एक गोला निरूपित करती है। 





“गोले की व्यापक समीकरण को 


व नव +42/202-+-2८0/--2024-/50, (4:50 
के रूप में भी लिख सकते हैं जो, ४ से विभाजित करने पर, ([) के रूप में परिवर्तित हो जाती है । 
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इस सिद्ध करने के लिए हम समीकरण () को 

(0 ॥8४)/ | (॥"|7+) -- (: "ै-॥) 8 ४ --६४-|-॥१-- ८ 
के रूप में दुश्बारा लिखते हैं। यह समीकरण यह्त दर्शाती है कि चर (५ध४४४0॥७ ) ४, 9, ८ के सभी मात्तों 
के लिए बिन्दुओं (६, |, ८) तथा ( ४ -४/,-“॥) के बीच की दूरी हमेशा ५/एयफर्राफए 
। क्योंकि व्यंगक (/त5--४४- क४--ऐ एक स्थिरॉक है, इसलिए (! ) ढारा निरूपित बिखदुफपथ एक , 

गोला है जिसका केन्द्र (“/०9,“-५,८४) तथा त्रिज्या २/ए४ ०रयफ्-॥ है। हम्त देखते हैं कि 
“-0७०--४१- ज्र--॥ ») है। 

एक विशिष्ट स्थिति की ले हु म देखते हैं कि उस गोले, जिसका केन्द्र मूलबिन्दु है तथा 
त्िज्या + है, का समीकरण 


लत रु ल्‍+ ५ बम । * प्र 4 +44492] ७ 4 
होता है । 


8.3 ज्ञार बिन्दुओं से होकर जाने वाले गोले का समीकरण 


हम देखते हैं कि गोले के व्यापक समीकरण में चार स्वेच्छिक स्थिरांक हैं । इस प्रकार, गोले का 
अद्वितीय समीकरण ज्ञात करने के लिए हमें चार प्रतिवन्धों की आवश्यकता है। 
मात्ता आकाण में चार विर्‌ (७॥, 0फ 2) (>७ ॥0 20)। (5.७ / ७ 53)3 पैंथा (5५ 08 ८.) 
दिए हैं। ये विर्दु इस तरह हैं कि ये एक ही तल में स्थित नहीं हैं तथा इन चारों बिन्दु्ओं से होकर एक 
गोला जा सकता है । जब हेम इन चारों जिन्द ओं से होकर जाते हुए गोले का समीकरण निर्धारित 
करंगे | ' 
माना इन चारों बिन्द्रओं से होकर जाने वाले गोले का समीकरण 
४ | कह | 28) शा: ०2४४ | 20४ -- ध<- () 
है । क्योंकि गोला दिए हुए विन्दुओं से होकर जाता हैं, अतः हम 
पट व 0" 20 | 2 चै- श४0 “| ४5 0 (2) 
कक | एन 2५ "| 200५ 2700 -ै+ 2029 “८० (85 
77 |) ४४: | ।- 2875 ० 200 _ै+ 2058 " वैद< (4) 
0१ न] न 24 शाडझ एव -+॑शा५८3 ४२0 (5) 
प्राप्त करते हैं। यदि अब हम इन पॉँचों समीकरणों से अज्ञात राशियाँ ॥ 9, #, ८ विलुप्त कर दे, तो 
हुमें गोलि की वाँछित सप्तीकरण प्राप्त हो जाएगी। इस विलुप्तीकरण के परिणाम को पाँचवें क्रम 
(00॥ ०7१७0) के एक सारणिक (6९८०(९६४४४४४॥) के रूप में भिस्‍्न प्रकार व्यक्त किया जा सकता है : 


एह-ठार | 84 न /! 2; ह 
ह | ] +.. | ' का 33] बे | ८] [ 
हि कह जा है । का] न है दर ] भ््न्छ 


पी आज क *औ ४४ 28 ब 


हा न्प+ 7 न हम “४॥ 24 । 
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पाँचवें क्रम के ऐसे सारणिक का प्रसार करना कठिन होता है। अतः किसी अंकीय भ्रइन 
को करते समय पाठक को चाहिए कि वह पहले समीकरणों (2) से (5) को ४, ॥, ॥! तथा ४ के मानों 
के लिए हल करे तथा फिर गोले का वाँछित समीकरण प्राप्त करने के लिए इन मात्रों को समीकरण (]) 
में रखे । इसको एक उदाहरण की सहायता से स्पष्ट किया जायेगा (देखिए उदाहरण 2, अनुच्छेद 8.4) । 


8,4 हल उदाहरण 

उदाहरण 4 : दिखाइये कि एक बिन्दु का बिन्दुपथ, जो इस प्रकार चलता हैं कि एक धत्त के सभी छः 
फलकों (#8००७) से इसकी दूरियों के वर्गों का योग स्थिर है, एक गोला है । इस गोले का केन्द्र तथा 
त्रिज्या ज्ञात कीजिए । 

हल : माना धन के छः फलकों द्वारा निर्धारित तलों के समीकरण झल्त0, अच्॑क, अन्त), जम व, 
2--0 तथा 25-58 हैं, जहाँ & धन की एक भुजा है। माना (०, 8, ४) आकाहशा में एक बिन्दु है। 
इस बिन्द्‌ से उपर्युक्‍त छः तलों की दूरियाँ क्रमश: ७, ५०--६, 0, 2,--०, ४ तथा १--४ हैं । यदि इत 
दरियों के बर्गों का योग एक स्थिरांक, माता, £ है तो हमें निम्न प्राप्त होता है ; 


कह -(७--०)२--3१-- (७-८4) +- ९ न-(%१--५)१5-८/८ 


या, 2(०४ -|- 32 --१/४) -- 2०-24 2--.24१7 +- 3६7 <+/८ 
या, ०४-- 38 --%-- ६३ -- ०-० सन हे सा हे 
अतः (७, 9, १) का बिन्दुपथ 

४ न-9४+-2क्‍--ध-%४०-०7--दधढ +- 59- हम ्- म्म्न्() 





है, जो एक गोला है । 


इस समीकरण की गोले की व्यापक समीकरण से तुलना करने पर, हमें केन्द्र 


( 5 0 ५4 ) 
दर ता 3 छा, 


तथा त्रिज्या 
दे... 8 . के उद्द. ६ __ 5. 345 
न ५/ का का हु अत + आल जा 6 अप ५ 2 
प्राप्त होते हैं । 


उदाहरण 2 : उस गोले का समीकरण ज्ञात कीजिए जो जिन्दुओं (, 2, 3), (--!, , 4), (0, 3, 3) 
तथा (, 3, 2) से होकर जाता है । 
. हल : मात्रा गोले का समीकरण 
क्‍ ४ नैआ नि ४-20 --2४० -- 202 -[-०५७-० (|) 
है । क्योंकि यह गोला दिए हुए बिन्दुओं से होकर जाता है, अतः हमें निम्न प्राप्त होता है : 

20--49#-- 69 -- 6>८ -- 4 (2) 


गोला 


9 
““ 2॥४-- 20 -8१7 -- धै55 --- 8 (3) 
80 47 6)/ |- ध४--- 8 (4) 
तथा 20 | 07-/-49 _ै-४४5--4 (5) 
समीकरण (3) को (2) में से, (3) को (4) में से तथा (4) को (5) में से घटाने पर, हम 
निम्न प्राप्त करते हैं 
८0॥- 277“2%# सन थ॑ (65) 
20/-47---2॥/ #*0 (7) 
20/-7 29554 (8) 
समीकरण (8) को (7) में से घटाने पर, हम 
ध/०-----4 , अर्थात्‌ क्या 
प्राप्त करते हैं | ७ के इस मान को (6) तथा (7) में रखने पर, हम 
4॥/ “20% न 6 (9) 
20/"“720% 5 4 (0) 


प्राप्त करते हैं। (0) को (9) में से घटाने पर, हम 
20:52, अर्थात्‌ ४] 
प्राप्त करते हैं। अतः (9) से हमें 
# वात 
प्राप्त होता है। ४; » और # के मात्रों को (2) में रखने पर हमें ४->--6 प्राप्त होता है । #, 
तथा ८ के मान (]) में रखने पर, हमें 
24 -० ए - ० 22 --22--2979----22-- 6 5८0 
प्राप्त होता है, जो गोले की वाँछित समीकरण है । 


॥४ 


उबाहरण 3 : बिन्दुओं (2, 3, 5) तथा (4, 9, ---9) को मिलाने वाले रेखाखण्ड को व्यास मानकर 
निर्मित गोले का समीकरण ज्ञात कीजिए । , 


हल : बिन्दुओं (2, 3, 5) तथा (4, 9, --3) को मिलाने वाले रेखाखण्ड का सध्य-बिन्दु गोले का केन्द्र 
होगा । । 


इसलिए, गोले का केन्द्र 


(+ ०-+-4), ली (४+9), हू (5-9 ) 
अर्थात्‌, (3, 6, ) 
: अब, केन्द्र तथा व्यास के किसी सिरे के बीच की दूरी गोले की त्रिज्या है। अतः, गोले कौ 
त्रिज्या +२५/8-%४+छ-ऊम्फ त-»४ २+५/ 26 
इसलिए, गोले का समीकरण 


(+--3)?-+- (/--6)*+ (४--) ० 
लर्थात्‌, ४४ -- )8--2२---6७/--29--2४ --20750 है । 


92 


की 


गणित 


प्रदावली 8,] 


, उन गोलों के सप्रीकरण ज्ञात कीजिए जिनके केन्द्र तथा तिज्याएँ नीचे दी गई हैं 


0, 


0, 


[] 


श्र 


42. 


( ) कदर (2, 3५9) निज्या ; 2 
(४) केख : (0, 2, 7), तिज्या : 2 
(0) केरद्र : (०2, +-, “4); बिंज्या : 6 


, तिम्तनलिखित गोलों के केन्द्र तथा त्रिज्याएँ ज्ञात कीजिए : 


(7) आ--9०--४१--6४--82-+- 22 कम 
(॥) ४१--३४-०४--३४--4॥--२( व्ू0 


. उस गोले का समीकरण ज्ञात कीजिए जो बिखुओं (0, 0, 0), (0, ६, 0), (!, 0, 0) तथा 


(0, 0, |) से होकर जाता है । 


, उस गोले का समीकरण ज्ञात कीजिए जो बिच्युओं (0, 0, 0), (-- 2, 0), (0, |, --।) 


तथा (।, 2, 5) से होकर जाता है । 


, उस बिल्दु का बिन्दुयथ ज्ञात कीजिए जो इस प्रकार चलता है कि बिन्दुओं (।, 2, 3), (2,--3, 5) 


तथा (0, 7, 4) से उसकी दूरियों के वर्गों का योग 20 रहता है। 
एक बिन्दु ? (४, »2) इस प्रकार है कि 32/ 55 27 है, जहाँ ॥ तथा 9 क्रमशः बिन्दु (4, 3, 4) 


तथा (!, ---2, --) हैं। बिच्दू ? के बिन्दुपध का समीकरण ज्ञात कीजिए तथा जाँच कीजिए 
कि यह बिन्दृपध एक गोला है । 


. उत्त गोलों के समीकरण ज्ञात कीजिए जो चार तलों ४८८0, ए८८0, 2०50 तथा --फर्न-४ 


को स्पर्श करते हैं तथा घनात्मक तिदंशांक तलों द्वारा प्रिसीमित ( 0007080 | अप्टाशक (00(8॥() 
में स्थित हैं । 

[संकेत : गोले के केखद्र से चारों तलों पर डाले गए लम्बों की लक्बाइयाँ बराबर हैं, क्योंकि इनमें 
से प्रत्येक गोले की त्रिज्या के वरशाबर है। | 


, उस गोले का समीकरण ज्ञात कीजिए जी धतात्मक 5, » और 2 क्षक्षों से क्रमशः 6, / और ८ के 


अंतःखंड काठता है तथा मूर्लाबदूं से होकर जाता है । 


« उस गोले का समीकरण ज्ञात कीजिए जो (, 0, 0), (0, ।, 0) और (0, 0, [) से होकर जाता 


है तथा जिसका केर्द्र तल 35---9--2 “52 पर स्थित है | 

विखाइए कि बिंदुओं (&,, हा, 2) और (>,, 9५, 2५) को मिलाने वाले रेखाखंड को व्यास 
मानकर निर्मित गोले का समीकरण 

(+नज) (अजखो नी (0-०) (४०७) + (£-०) (|) 5०० है। 

किसी गोले के एक व्यास के अंतःविदु धतात्मक 9 तथा घनात्मक 2-अक्षों पर स्थित हैं तथा थे 
मूलबिंदू से क्रमशः 2 और 4 की दूरी पर हैं। दिखाइए कि बहू गोला मूलमिंदु से होकर जाता है । 
इस गीले की सिज्या भी ज्ञात कीजिए । 

20 की भुजा के एक घन के अंतर्गत एक गोला है । यदि यह घन तलों «४... 0, /+26, ?न्न0, आन् 
26, &ल्‍<50 तथा 25526 द्वारा परिसीमित है, तो गोले का समीकरण ज्ञात कीजिए । साथ ही, इस 
गोले के उस व्यास का समीकरण भी ज्ञात कोजिए जो तल 3४--/9 )-52 +2 «50 पर लम्ब है । 


कुछ असंतत एवबं संतत प्रायिकंता बंटन 


एकक [४ 


कुछ विशेष असंतत प्रायिकता बंटन 


9. भूमिका 


पुस्तक [9 में हमने असंतत यादुच्छिक चरों (0808॥8 एक्ाएं0॥ एथ॥0६8) तथा उनके 
प्रायिकता बंदनों (छ0॥वाए तड/00॥0॥8) के बारे में विचार किया था | अब हम कुछ विशेष 
अप्ततत प्रायिकता बंदनों (0000 ॥0080॥0 0ा0ए॥०0॥8) के बारे में अध्ययन करेंगे जो 
गस्यिक्रीय विश्लेषणों (80॥90] 0॥8))88) में अधिकतर आते रहते हैं तथा वहाँ एक बृहत्‌ भूमिका 
निभाते हैं । 


9,2 द्विपद यथा बर्नलो बंदन 

इस बंटन का सृत्नण करने ते पहले, हम एक सिक्का उछालते तथा एक पास्ता (0॥8) फेंकने के 
वो विशेष उदाहरणों पर विचार करंगे | 

सिक्का उछालने में हमें केवल दो ही सम्भावित परिणाम, ॥०४0 तथा 7४, प्राप्त होते हैं। 
हम इत दोतों में से एक घटना (०५७॥) के घटित होने (00077७॥0०७) को एक 'सफलता' 
(४000098) तथा दूसरी के घटित होमे को एक 'असफलता' ([॥0॥6) कह सकते हैं। यदि 7०४0! आने 
को 'सफ़लता' तथा "0॥ आने को 'असफलता' मात्रा जाये, तो सफलता की प्रायिकता (/70000॥9) 


| [ हे ५ 
पा है तथा असफलता की प्रायिकता भी -- हैं। यदि अब हम एक सिक्के को, माता, 4 बार उछालें 


तथा यद्वि हम माता 2 सफलताओं की प्रायिकता ज्ञात करने के इच्छुक हों, तो हमें पहले सश्ी 
सम्भावनाओं की जाँच करती चाहिए । अर्थात्‌, हमें यह जाँच करनी चाहिए कि सिक्के को 4 बार 
उक्कालने १९ 2 सफ़लताएँ (और इसीलिए दो असफलताएँ) कितने प्रकार से प्राप्त हो सकती हैं। सफलता 
को $ तथा अग्रफलता को [* से व्यक्त करते पर, हमें ४ (4, 2) सम्भावताएँ प्राप्त होती हैंजो 
निम्त हैं : ह ' 
59%, 78५, ।४४४, 88808, 8778, 8887 

क्योंकि सिक्के की किसी एक उछाल (8088) की घटताएँ $ तथा #, उसकी किसी अत्य उछाल 
की घटनाओं $ तथा 7 से स्वतस्थ (॥0000०॥02॥/) हैं, इसलिए उपर्युक्त 0 (4, 2) सम्भावताओं में 


४ ] 3 | 
से प्रत्येक में 2 सफलताएँ (और इसीलिए 2 अपफलताएँ) प्राप्त करते की प्रायिकता ज ] १ । हू ] 
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है। अतः, सिक्के को 4 बार उछालने पर, 2 सफलताएँ प्राप्त होते की बाँछित प्रायिकता 


० (५2) (है) (5) है। 


एक पासा फेंकने पर, यह स्पष्ट है कि यहाँ 6 सम्भव परिणाम हैं। आइये अब हम “संख्या 6 
आने की घंटना” को सफलता तथा किसी अन्य संख्या के आने की घटना को एक असफलता मान्त कर, 


*ि 5 ५ 
इस पर विचार करें। सफलता की प्रायिकता न गया असफलता की प्रायिकता ग है। माता पासे को 


8 बार फेंका जाता है तथा हम 5 सफलताएँ प्राप्त करने की प्रायिकता ज्ञात करने के इच्छुक हैं । स्पष्ट है, 
पासे को एक बार फेंकने तथा फिर उसे किसी अन्य बार फेंकने से प्राप्त सफलताओं तथा असफलताओं की 
घटनाएँ स्वलन्त्र हैं। अब, 5 सफलताओं को (! (8, 5) प्रकार से प्राप्त किया जा सकता है, तथा 
एक विशेष क्रम में व्यवस्थित 5 सफलताएँ (और इसीलिए 8---5--3 असफलताएं ) प्राप्त करने की 
न्‍ 5 ५3 ] 58 
प्रायिकता (6 ) (टू ) है । अतः, वाॉछित प्रायिकता ८(8, 5) (हर ) (-द ) हे । 

प्रत्येक बार जब हम एक सिवंका उछालते हैं या एक पासा फेंकते हैं या कोई अन्य प्रयोग करते हैं 
तब हम इसे एक प्रयत्न ((एंश) कहते हैं | उपयुक्त दो उदाहरणों में जिनका वर्णन कृपर हुआ है, हम 
देखते हैं कि एक सिक्‍के को- उछालने में प्रयत्नों की संख्या 4 है तथा एक पासे को फेंकने में प्रयत्नों 
की संख्या 8 है । उपर्युक्त दोनों उदाहरणों से हम यह भी देखते हैं कि प्रत्येक प्रयत्न में हमें केवल दो ही 
सम्भव परिणाम, अर्थात्‌ सफलता और असफलता, ही प्राप्त होते हैं। साथ ही, किसी एक प्रयत्न का 
परिणा५ किसी भी अन्य प्रयत्त के परिणाम से स्वतन्त्र है। ऐसे स्वतन्त्र प्रयस्त जिनमें केबल दो ही 
परिणाम होते हैं, जिन्हें प्रायः सफलता तथा असफलता कहते हैं, बनूली प्रयत्न (फ0॥0णा॥ (5) 
कहलाते हैं । हमे यह भी देखते हैं कि ऐसे प्रत्येक प्रयत्त में सफलता या असफलता की प्राथिकता स्थिर 
रहती है । 

अब हंम बर्नुली प्रयत्नों का व्यापकीकरण करेंगे तथा द्विपद या बन्‌'ली बंटत का सूत्रण करेंगे । 

माना एक प्रयोग में # स्वत्तस्त्र प्रयत्त हैं तथा मात्रा एक यादुच्छिक चर (7ातेणा शक्य80|७) 
5५, इन / प्रयस्नों में प्राप्त सफलताओं की संख्या व्यक्त करता है | माना किसी भी एक प्रयत्त में सफलता 
की प्रायिकता #» तथा असफलता की प्रायिकता 9 है, जिससे #-[-०:-] है । हम यह मानते हैं कि प्रयत्न 
स्वतन्त्र हैं तथा प्रत्येक प्रयत्त के लिए # स्थिर है। अब हम / प्रयत्नों में # सफलताओं की प्रायथिकता 
ज्ञात करते के लिए एक सूत्र निकालेंगे । अब, # सफलताओं तथा #--+ असफलताओं को प्राप्त करने का 
एक विशेष क्रम तिम्त है : 


39595 ...,5 3030 2 
शत ता ५ नमन नमन नशुरीीलतननी न म्न्न्नैं 
"४ सफलताएं. (#--/) असफलत्ताएँ 
'इसलिए, ? (8588 '*' 5 फफफ ,..9) 
रन निनननन नमन न >ल विननननन अनल-॥ >-«ी । अल नवजनएतजनन न--+++ 
/ बार (777) बार 
?(8)7(७) ...? (8) ?(7)7(४) ...९ (४) 
3 जल -ग-+-_/+-++ २ -- «« वि 6 
/ गृणनखंड (7--०') गुणनख्ंड 


; चत्फ् 4 


कुछ विशेष असंतत प्रायिकता बंटन 97 


इस प्रकार, हम एक विशेष निश्चित क्रम में / सफलताएँ तथा ॥#--# असफल ताएं प्राप्त करते 


की प्रायिकता /#" 0" * प्राप्प करते हैं । परन्तु हम उस प्रायिकता को ज्ञात करने के इच्छुक हैं जब 
कोई भी / प्रयत्त सफ़लसाएं हैं। क्योंकि # प्रयत्नों में / सफलताएँ प्राप्त करने के सभी प्रकारों की 
संख्या (१(॥, /) हैं, इसलिए वॉछित प्रायिकता 
?(#८+#) 5२ ९(#, ४) ४१” () 

ये दी जा सकती है, जहाँ 9-4० है तथा #६-८०, , 2,...,# है । 

हम प्रायः ?(# ८८) को ?(+) लिखते हैं। बंदन (वीझपणपांणा) [) द्विपद प्राधिकता 
बंदन (रा (700809॥9 त5(900४0॥) कहलाता है तथा &£ द्विपद चर (करत 
शशाश।0) कहलाता है। इसमें स्विट्जरलैंड के एक गणितज्न जेम्प बर्नूली (79908 8070) 
[4654--705 | के ताम पर, जिन्होंने अठारहती शताब्दी के प्रारम्भ में इस बंटन का आविष्कार किया 
था, बर्नूली बंटन (फ्िक्ातएणा शजालफ्शव09) क्री कहते हैं। 

यहाँ यह देखने की बात है कि () में ।+0, ।, 2,..., ? के लिए उत्तरोत्तर (8$00८6४४५६ ) 
प्राधिकगाों (। 7)" के हिपद प्रसार के उत्तरोत्तर पद हैं और यही कारण है कि इस बंटन को 
"प्विपद' बटन कहते हैं । « के मान तथा उतकी तदलुरूपी प्राथिकताएँ 7(/) सारणी 9, में नीचे दी 
गई हैं : 


सारणी 9.] : यादुच्छिक चर # का प्राश्मिकता बंटन 





3 अका8+23सक नमक न यरमा+>प> मन गन") दामपथ2घाह/44.++>+>न नाकाम 2२७० कर+पमप०ा#- कम 2. 


$९:..: ॥ ?(/) 
0 ४५ 
। (७, ) 2 4" 7 
हे (0, 2) 74 * 


(स+ 


((, 3) # व * 


च्ट्स््का 


हु 
कक 


ग 7 ॥ 


................................> जज >->>->»>>ल्‍>>>नल>->>+लतन्‍स्‍तलल_> तन 5सकल आ नाना: 

ध्यान दीजिए कि उपर्यक्त प्रत्येक प्रायिकता एक ऋणेत्तर (707ना०284/५8) भिन्‍न हैं तथा इन 

सभी प्राधिकताओं का योग | है, क्योंकि यह ((--#)”“£()“+--+! के बराबर है, जहाँ ४ प्रयत्नों की 
संख्या है । 

फिपद बंटल में जाने बाले # तथा # बंटन के प्राचल (9शक्रा।/७5) कहलाते हैं । 

(कसी प्रश्त को हल करने में विधद बंदन के सूत्र () का प्रयोग करते समय, पाठक को पहले मह 
जांच करती चाहिर कि बर्नली प्रवत्तों के सभी अतिवन्ध सन्तुष्ट होते हैं या नहीं । ये प्रतिबन्ध नीचे 
दिये गये हैं : 

(।) इसमें प्रयत्वों की संख्या परिमित (0/08) होनी चाहिए । 

(2) प्रत्येक प्रयत्ष्ट में केवल दो ही संभव परिणाम होने चाहिए जो प्राय: सफलता तथा असफलता 

कहलते हैं । 
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(3) सभी प्रयत्त स्वतन्त्र होने चाहिए। 
(4) सभी प्रय॒त्तों के लिए सफलता या असफलता की प्रायिकता स्थिर रहनी चाहिए । 


9.3 द्विपद बंटन के लिए पुनरावृत्ति या प्रतिवर्तन सूत्र 
हम जानते हैं कि. 7(7)-- 0(% ॥) #' ("” 














कबा,. 7) 0(कान-) 7 क्र 
् ?ि (नै ) |! ! ८4808 /] ( वीक ।') | 
हर्या के मम लिकय (५ की शक कर 
इसा।लए, हर ।( /') न] ) | (॥--।- ) | व] प् का कण | कु 
र्न््‌ 8-१ ] | 
।+ / 4 
लिए, 2(/-- ्न््‌ ४४5 गे ि 
इसालए (/-- ) पु गा (#) (2) 


क्‍ (2) ही वॉछित पुनरावृत्ति 00॥7श0०) या प्रतिवतंत सूत्र (7६७॥ध४ं०॥ 0एए॥) है। 
यदि 7? (0) ज्ञात हो, तो इस सूत्र का उत्तरोत्तर प्रयोग करके हम प्रायिकताएँ ए(), ९ (2), ९(3), 
: इत्यादि ज्ञात कर सकते हैं । 


इस प्रकार, जब /£50, तब (2) से हम 


2 
8 52 कप- हे किल्ल---- 
()ल्‍० * 7(०) 


प्राप्त करते हैं । परन्तु ?(0) -८0७" ६०5०६” है । 
इसलिए, छ ([ || ) ल्जा है 5 
पुन;, /स्८ | रखने पर, हम 





-.. ॥(7“-) 
मत -+- «० “>> » ४707 >-: _. 0.0... भी! 2 
ठ हे /20 2 2 


प्राप्त करते हैं । इसी प्रकार आगे भी हम प्रायिकताएँ ज्ञात कर सकते हैं । 


9.4 हिपद बंदन का साध्य (या प्रत्याशा) और प्रसरण 


हम सीख चुके हैं कि यदि किसी यादृष्छिक चर » के मानों ४ |, ७, ,»० ४ की तदमनुछपी 
प्रायिकताएं #,, ५, ,../% हों, तो प्रायिकता बंटन का भाध्य (06080) #& निम्न प्रकार से परिभाषित 
किया जाता है : 
॥ 


(न # जा (3) 
कस 
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यह यादुच्छिक चर # के प्रायिकता बंठदन का औसत (4१श48०) या प्रत्याशित मान (९डए९ट८ 0 
४900) या प्रत्याशा (००९०७४४०॥) भी कहलाता है तथा इसे सामान्यतः 8 (#) 


व्यक्त करते हैं । 
इस प्रकार, 5(2&)--७४ < #% 7: (4) 
5०78 
अब हम ह्विपद बंटन का माध्य ज्ञात करते हैं। द्विपद बंटन के लिए, 9 (+) 50 (#, #) हद” 
तथा »,८-० हैं । 


अतः, (4) से हम निस्‍्त प्राप्त करते हैं : 


धर ८ 
7(%) नल (& तन रा ए(७) सू+ (.(7, /) ए कट ह 


3 , जो है 
च्नव (8, [)% 4"7--20(0, 2) #* 4"? -- ... -]- 79" 
पड ॥(29 “+ -« 20(#--)_ 9 ४-४ _.... दी नए 
न्न्ष्रए । 4१" १--(४--/79 ध””*-- 0 पे ! ग 2) ४5 4” 5-- +#": | 
नाक (व-#)"7 द 
---्हए? (क्योंकि ४-|-/०- हैं) 


इस प्रकार, द्विपद बंदन का भाध्य गए है। 


द्विपद बंटन का प्रसरण (५छा।ंक्षा06) ०* प्राप्त करने के लिए, आपको ग्राद होगा कि ०१ निम्न 
सूत्र से दिया जाता है: | 
ह 


ठशिल्‍ल>.. 2४0, (#)-7॥४/ 
#+-+ 0 


द्विपद बंटन के लिए, हम निम्न प्राप्त करते हैं : 


च्क् ज 


कान 2. 22 06, 7) # इ"१-॥# 
! 


१2 ' | 

घ्व्य ५ प/-+-/(7/--7 ) (० (४, #) 79" ६7४“ -- 
रे, 
॥ 


सम 09 # (६8, /) #" "न. ४ #(/--)0%, +) |" व" ?--॥४ 
| है । | 


ह् | 
ब्ग्क्नः 3 /(--)0%, +) #" 4"”-#£ ॥ (/) 
कह 


(क्योंकि # 550 तथा 7-5] का योगदान शुन्य है तथा डे #0(#, 7) 4" +-/चकाफ हैं । ) 
/' 5-0 


गणित 
गा णित 


47 
अब, है ४ (/-)(-(#४, ४)" ६" 


/#>2 
| ॥(४-- |) (# 52) ... (#/--/- ) 7 दहन 
पतन 5 /(४“- ) 2  ] के 
सन 2 
# ॥(7-- ) [#-- 2) ,.. (४--/--7) ,& &..... 
_+ (४--2) | ? 4 
न्टे 


| 
>> ( #-- ) 7 हक ४-“2) ४” ८६77९ 
4 स्म्म्स्य 


सू॥(४/--)/7*(६4+/)” २ 
बन [8 | )7* 
अतः, (6) से हम तिम्न प्राप्त करते है : 
64 न +0(7-  )77--॥%* 
स्ाआ7-+7/77 57/0(4--#) 7२7१५ 
इस प्रकार, द्विपद बंदन का प्रसरण ॥74 है । 


9.5 द्विपद बंदन के लिए आयतचित्र 


ट्विपद प्रयिकता बंटव के लिए आयतचित्र (॥508/0॥7) बनाने की विधि बही है जो बारंबारता 
बंध्नों (#6पएृप०॥०७ ताडाध)५४०॥७) के आयतचित्र बनाने में प्रयोग की जाती है । हम + के विभिन्‍न 
मानों को क्षतिज अक्ष (॥072णा[ 8४8) के अनुदिश अंकित करत हैं तथा उनकी तदनुरूवी प्रायिकताओं 
?(+) को ऊर्ध्वाधर अक्ष (५धाधण्व 8309) के अनुदिश अंकित करते हैं। फिर + के विभिन्‍न मानों के 
लिए, समान चौड़ाई के आयत बनाये जाते हैं। प्रत्येक आयत, उस /-मान पर केन्द्रित होता है जिसकी वह 
प्रायिकता निरूपित करता है । ये आयत वॉछित आयतचिन्रन को निरूपित करंगे। उदाहरणों की सहायता 


;इ 
से यहु दिखाया जायेगा कि द्विपद बटन का आयतर्चित्र 74८८ हा के लिए सममित (३$8ए्रा6- 


(४०8)) होता है तथा 7<£9 के लिए यह असममित (ए-इशाशश|हापर०व) होता है। यवि प्रत्येक 


आयत की चौड़ाई को एक मात्रक लम्बाई (णा।। छाष्टा॥) की माना जाये, तो प्रत्येक का क्षेत्रफल 
तदनुरूपी प्रायिकता को निरूपित करेगा | 


9.6 हल उदाहरण 
उदाहरण | : एक पासा 6 बार फेंका जाता है। यदि /एक विषम संख्या प्राप्त करता” एक “सफलता! 
है, तो 
(7) 5 सफलताएँ 
(#) कम से कम 5 सकलताएं 
(#/) अधिक से अधिक 5 सफलताएँ 
प्राप्त करने की क्‍या प्राथिकता है ? 


कुछ विशेष असंतत प्रायिकता बंट्ल [0] 
हल : हम पहले एक प्रयत्त में सफलता की प्रायिकता # तथा असफलता की प्रायिकता & ज्ञात करेंगे । 
एक पासा फेंकने में विपम संख्याएँ ।, 3 या 5 प्राप्त करना एक सफलता है। अतः, ? 


५, # नञए (संख्या | 
प्राप्त करता ) |? (संख्या 3 प्राप्त करना ) -|-? (संख्या 5 प्राप्त करना) 
की मं [ 
0) 6 0 
ई 
ल्म्् 
तथा, 4स०२व-० ४ ++ प्र नल 


(7) यहाँ, ॥ 5-6, /# फल ; क्ल्ज “हल हैं । 
इसलिए, 7(5)-:०(७, 5) (>) (5) 
+ 7 है है 
दम 
४ 8-2 


(2) ४ (कम से कम 5 सफलताएँ) 
भ्एि(5)--7 (6) । 
5०७,» (5) (5)+(5) 
> ] हे; 


जुद्र हू + हा 


(॥) ? (अधिक से अधिक 5 सफलताएँ) 
व जि 


०५) 


64 


उदाहरण 2 : पासों का एक युग्म 4 बार फेंका जाता है। यदि दोनों पासों पर एक ही संख्या के आने 
को सफलता मानता जाये, तो 2 सफलताओं की प्रायिकता ज्ञात कीजिये । 


हल : अब दोनों पासों पर एक ही संख्या, अर्थात्‌ , 22, 33, 44, 55 या 66 आने की प्रायिकता 


6 
टि हा आड़ है 


02 गणित 
रि ] 5 
इसलिए, 47०7१--& ८ 


छावद,. (0००७० (5१5) 


उदाहरण 3 : वस्घुओं के एक बड़े समूह में 5% वस्तुएँ खराब हैं। 0 वस्तुओं के एक प्रतिदर्श 
(5ध॥78) में एक से अधिक खराब वस्तु न होने की प्रायिकता क्‍या है ? 


हर ]9 
0 290 20. 50 
इसलिए वाँछित प्राभिकता, 


हल : यहाँ, # ८-२ तथा #-->]0 है । 


न (कोई ख़राब नहीं) -+- ? (। खराब) 

ही हा हे ] । 9 ॥ 

न जह ) +० (0, ॥) (% ) 

हा रो हा ] | व] हा ) 

न ऋ) ह75)(%) ४ (&) 
उदाहरण 4 : एक सिक्के को 5 बार उछालने से प्राप्त ॥46808 की संख्या के द्विपद प्राथिकता बंठन के 
लिए एक आयतचिन्न खींचिये । 


हल : 5 बार उछालने पर यह हो सकता है कि कोई भी प्र०७8१ न हो, । प्ल७६१ हो, 2 प्०॥05 हों, 
3 ०७०७ हों, 4 निध्वपेड हों, या 5 न६०४७७$ हों । अतः, हम #/--0, |, 2, 3, 4 तथा 5 के लिए 
प्रायकताएँ ? (+) ज्ञात करंगे। 


न 4 
यहाँ, _्त5, #चत>ा और धल्‍- का है । 


इसलिए, 
९(0)७[ सर ) 5-0:03/25 


?() «5 5 (5) (5 )० 5625 
2 /5 " 


०(2) «0० (5, 2) ( ञ्र ज ) ८0.3 250 


ए(3३) ७० (5, 3) हा )[ हर | --0,3]250 


( 4 
0(4)--८: (5, 4) हा ) (5 )7-0-5625 


5 
०(5) न ] -- 0.03 [25 


कुछ विशेष असंतत प्रायिकता बंटन गा 


प्राधिक्ताएँ ?(),.,.., ?(5) पुनराबूत्ति सूत्र (760077७॥08 /0700]9 ) (2) की' सहायता 
से भी ज्ञात की जा सकती हैं। हम इन्हें निम्त प्रकार सारणीबद्ध करते हैं : 





लननीलिलनननननन-ननल-त मनन तप नमन नकेल नम कम नं +-+ नर गत  पमऊ«++ न ५३ + नमक तप कमर मनन न «५७५५५» नने+ नकल नमन न ऊननथ “५०३५४ डज«भ-+५०५ «नाथ >फन्‍ज«++ 3 ५ररमाक+का-५ ५-3» ५०» >+>७००००........ 


| ७ 3 र्ध 5 





विाकीिननाताननन्‍म्॒मन्कआबकाकाननी कमा 0 ५. 7. या 7 6 लिण 25 न नी] 


अयनआ ०८६ 4 40.0 3+कीपरीना. 3०9३ +3५क 33488 4), ३-4० #क०पकन गे | मानना आस: «4 रिफजयक-+.०००पा+, 





पा िबेल्‍नम»- मनन 


7?) 0,0३3 | 23 0,]35625 0.3290 0,3250 0.]5625 0.0325 








हम / के विभिन्‍न मानों को क्षैतिज अक्ष के अनुदिश तथा उन्तकी तदनुरूपी प्रायिक्रताओं को 
ऊर्ष्वाधर भक्ष के अनुदिश अंकित करते हैं। फिर हम समान चौड़ाई के आयत खींचते हैं जेसाकि आकृति 
9,] में दिखाया गया है । ह 


"पु गा 
| «/ 
7 ३ 
00. 
'] 
५ 0 मिल! 
) त 2 3 ५ ५ 
* >> 


आकृति : 9.] : सिक्के को 5 बार धछालमे से प्राप्त 76४805 की संख्या के ध्विपद 
प्राप्रिकता बंदन के लिए भाग्तचचित्र 


5 ; | 
पाठक यह देख सकते हैं कि उपर्युकत आयतचित्र मॉष्य २०7१२ ०-८7 तार के सापेक्ष समभित 


हैं, क्योंकि १5६6-०० ठ है । यदि 9५८4 हो, तो आयतबित्र सममित नहीं होगा, जैसा कि हम अगले 


उदाहरण में देखेंगे : 


804 गणित 
उदाहरण 5 : ४ल्‍-- तथा ४5-55 लेकर ट्विपद बंटत के पुनरावृत्ति सूत्र (2) की सहायता से 
#ह5, 2, 3, 4 तथा 5 के लिए ? (/) के मात परिकलित कीजिए । फिर इस बंटन के लिए एक आयत- 
चित्र खींचिये । 
हल : हम जानते हैं कि ' 
#7«-- 2 
ए व मल 3 0 आम 
९५) 5 दयय : हर ९५) 
भू हि /् [>-+ के ---<- लथा ४॥5--53) रखने पर, हम 
कट 3 3 
9 बक ह । 
7?(/+-) क् उ्फाता ०१ (४) 


प्राप्त करते हैं । 
है 8 
अब, ?(0) +-५!४ तन) --0.37 
(4) में /--0, [, 2, 3 तथा 4 रखने पर हम निम्न प्राप्त करते हैं : 
5 __ 5»20.3]7 
९() 5 > 0 (0) न्‍त "5: 
02) 5570()550,3292 


--+(,3292 


0६07) -+++>» 
की 


हि | 
आकृति 9.2 : 79->दु तथा ॥755 के लिए द्विपद बंदन का आयतचित्न 


कुछ विशेष बसंतत प्राय्रिकता बंटन 





05 
?(3) 5० न्‍ ?(2) <- 2 ++0,646 
?(4) >+ रू ?(3) ० -+प- ८+0.042 
| 


7(5)< ए(4)-50.,004 
उपयुक्त द्विपद प्रायिकता बंटन के लिए आयतचित्र आकृति 9.2 में दिखाया गया है । 
पाठक यह देख सकते हैं कि उपयुक्त आयताचिन्न सममित नहीं है । 


उदाहरण 6: पास की एक बार फेंकने पर बिन्दुओं (#एणांग्रा७ या 008) की संख्या की प्रत्याज्ा 
(९४५०९एछ007 ) क्या है ? 


हल : माता यादृच्छिक चर # पासे के फेंकने पर आने वाले बिच्दुओं की संख्या को व्यक्त करता है। 
यह देखता सरल है कि हे, मानों ।, 2, 3, 4, 5 तथा 6 में से कोई भी मान्त ले सकता है तथा इनमें से 
प्रत्मक की प्राथिकता ह है । प्रायिकता बंटन निम्नलिखित है : 


२: [ 2 3 4 > 6 
|): हि ही बे हम है. 
कीट 6 6 6 6 6 6 
0 | 
इसलिए, ४8(४४)5< 0 52202: 
[पमद 
हर 
6 
चलने 3 


उदाहरण 7 : एक सिक्के को 5 बार उछालने पर प्राप्त [90808 की संख्या की प्रत्याशा- ज्ञात कीजिए | 


हुल : साना सिक्के को एक बार उछालने पर ]०७० आने की प्रायिकता ? है। यह बंटत, एक द्विपद 


] 
श्रंटन हैं जिसमें ॥हन+5 तथा क्र है । इसलिए, प्रत्याशा-+8 (7) --7छ? ८-२ 5 >€ है ल्‍57.5 है। 


उदाहरण 8 ; एक पासा 20 बार फका जाता है। 4 से अधिक संख्या आने को सफलता माचते हैं। 
मफलताओं की सँख्या का माध्य तथा प्रसरण ज्ञात कीजिए । ' 
हुल : यहाँ ॥:20 है । 
साथ हीं, एमए (संख्या 5 प्राप्त करता) +-? (संख्या 6 प्राप्त करता ) 
कर लि कक न 
24 अं पक 


गणित॑ 


406 
थृ शा जीत 
५७७ 3  बब 
ह 20) 
इसलिए, ८ 6.07 (लगभग ) 
तथा, 72 न्स्ञ्मछध्‌ न्न् 20 ५: ह् ्ज्‌ ध् स्यप -5- ::.० 4,4 4 ([ लगभग ) 


उदाहरण 9 : फूटकर बाजार में बेचे गये एक विशेष प्रकार के बीजों में से लगभग 70%, अंकुरित होते 
हैं जबकि उन्हें सामान्‍य परिस्थितियों में बोया जाता है | माव लीजिए कि एक पैकिट में 0 बीज हैं । 
पदि इनको बोया जाये, तो इनमें से 2 के अंकुरित होने की प्रायिकता क्‍या है ? 
हल : यदि अंकुरण की कुल संख्या # हो, तो हम यह मानेंगे कि / का एक द्विपद बंदन है । यहाँ 
2795-0.7, #-१]0 तथा 49४-0.3 है । 

इसलिये, 7(2) 550८ (70, 2) (0.7)» (0.3)8 


--222 , 0.49 +८0,000066 


2 
न्+0,0046 (लगभग) 


प्रशनावली 9. 


॥, एक बक्स में 00 बल्ब हैं, जिनमें से !0 खराब हैं । 5 बल्बों के एक प्रतिदर्श में निम्नलिखित 
की प्राथिकता क्या हैं ? 
(४3) कोई भी बल्ब खराब नहीं है। 
(४7) केवल 2 ही बल्ब खराब हैं । 
2, एक पासा 6 बार फेंका जाता है। इसकी क्या प्रायिकता है कि 
(7) कोई इक्का* (8०७) नहीं आता ? 
(४) एक से अधिक इक्के नहीं आते ? 
(77) 4 से अधिक इक्के आते हैं ? 
इक्कों की संख्या का माध्य तथा प्रसरण भी ज्ञात्त कीजिए | 
3, एक उत्पादन में 5% वस्तुएं खराब हैं। इसकी व्या प्रापिकता है कि 8 वस्तुओं के एक 
प्रतिदर्श में 2 से कम वस्तुएँ खराब होंगी ? 
4, अच्छी तरह से फेंटी गई 52 ताशों की एक गड़डी में से 5 ताश एकनाक करके प्रतिस्थापित 
करते हुए निकाले जाते हैं| इसकी प्रापिकता क्या होगी कि 
(7) पाँचों ताश हुकुस (88008) के हैं ? 


'सम»-« न वनफन-अनक-कनकककक->फ-ककमम. हनी पर जक किए के नव कल किणाओी. 5 


+इकके से हमारा तात्पये पासे पर संख्या | (या एक बिन्दु) से है । 


कुछ विश्येप असंतत प्रायिकता बंटन 


9. 


शक 


07 
(7) कैबल 3 ताश हुकुम के हैं ? 
(77) हुकुम का कोई भी ताश नहीं है ? 


एक कारखाने में बसे एक बल्ब के 00 दिन्त तक प्रयोग करने के बाद फ्यूज़ ((५5७) हो जाने 


की प्राथिकता 0.05 है। इसकी प्रायिकता ज्ञात कीजिए कि इस प्रकार के 5 बल्खों में से 
]00) दिन तक प्रयोग करने के बाद 


(४) कोई भी बल्ब फ्यूज़ नहीं होगा । 

(४) एक से अधिक बल्ब पयुज़ नहीं होंगे । 
(77) एक से अधिक बल्ब प्युज़ होंगे । 
(४४) कम से कम एक बल्ब फ्यूज़ होगा । 


. एक थैले में 0 गेंद हैं तथा प्रत्येक पर 0 से 9 तक के अंकों में से एक अंक अंकित है। यदि 


थले में से चार गंदे प्रतिस्थापित करते हुए एक-एक करके त्तिकाली जायें, तो इसकी प्रायिकता 
क्या है कि किसी भी गेंद पर अंक 0 अंकित नहीं है ? 


 पासों का एक युग्म 7 बार फेंका जाता है । यदि योग 7 प्राप्त होने को सफलता मात्ता जाये, 


तो निम्नलिखित की प्रायिकता क्या है ? 
(7) कोई सफलता नहीं । द 
(7) 6 सफलताएँ । 

(77४) कम से कम 6 सफलताएँ । 

(7४) अधिक से अधिक 6 सफलताएं । 


, एक थैले में 5 सफेद, 7 लाल तथा 8 काली गेंदें है। यदि प्रतिस्थापित करते हुए 4 गेंदें एक-एक 


0, 


करके मिकाली जायें, तो निम्नलिखित की प्रायिकता क्‍या है ? 

(7) कोई भी गेंद सफेद नहीं है । 

(४) सभी गेंदें सफेद हैं । 
(7४) केवल दो गेंदें सफेद हैं। 
एक डिब्बे में 700 टिकट (धांणप्टा) हैं तथा प्रत्येक पर ! से 400 तक की संख्याओं में से कोई 
एक संख्या अंकित है। यदि डिब्बे में से प्रतिस्थापित करते हुए 5 टिकट निकाले जायें, तो इसकी 
प्रायिकता ज्ञात कीजिये कि प्रत्येक टिकट पर अंकित संख्या 0 से विभाज्य है । 


एक यैले में 25 गेंदें हैं, जिनमें से 0 गेंदों पर चिह्न '£' अंकित है तथा दोष 5 पर चिह्न 
अंकित है | थैले में से एक गेंद यादुच्छिक रूप से (77009) निकाली जाती है और फिर 
इसके चिह्न को लिखकर प्रतिस्थापित कर दिया जाता है । यवि इस प्रकार 6 गेंदें निकाली गई 
हों, तो इसकी प्रायिकता ज्ञात कीजिए कि 

(#) प्रत्येक गेंढ पर चिह्ने 7४ अंकित होगा । 

(४) 2 से अधिक गेंदों पर चिह्न “४ अंकित नहीं होगा । 
(॥7) 5! चिह्न तथा '४' जिह्नों बाली गेंदों की संख्या बराबर होगी । 
([9) कम से कम एक गेंद पर चिह्न '४':अंकित होगा । 
चिह्न '5' से अंकित गेंदों की संख्या का भाध्य भी ज्ञात कीजिये । 


08 


4. 


[2, 


है 2) 


[4 


गणित 


एक बाधा दौड़ (#प0॥४ 7808 ) में एक खिलाड़ी को [0 बाधाएं पार करनी हैं। प्रत्थक बाधा 
को पार करने की प्राथिकता 5/6 है। इसकी प्राग्रिकता क्या होगी क्रि वह 2 से कम बाधाओं 
(॥ए70|५5) को गिरा देगा ? 


किसी समय यदि 5 टेलीफोन लाइनों (१००७॥०॥० ॥7०$) में से किसी एक के व्यस्त होते 
की प्रायिकता 0.0| ही, तो इसकी प्रायिकता क्‍या है कि सभी लाइनें व्यस्त हैं / इसकी प्रायिकता 
क्या हैं कि तीन से अधिक लाइनें व्यस्त नहीं हैं ? 


४०-८5 तथा # न हर लेकर द्विपद बंटन के पुनरावृत्ति सूत्र की सहायता से #हनव, 2, 3, 4 


तथा 5 के लिए 7(+) के मान परिफकलित कीजिये | फिर इस वंटन के लिए एक आयतचित्र 
खींचिये । 

मान लीजिये कि किसी एक प्रकार के रेडियो सेट (090 50) में रेडियो ट्यूब (780॥0 
(00०) लगाने पर उसके 500 घंटों से अधिक कार्य करने को प्रायिकता 0.2 है। यदि हम ऐसी 
4 ट्यूबों का परीक्षण करें, तो इसकी प्रायिकता क्या है कि इसमें से केक्‍्ल / ट्यूब ही 5(॥) 
घंटों सं अधिक कार्य करेंगी, जहां #+६), ), 2, 2 भर 4 है। इस बंटन के लिए एक आाय्- 
चित्र भी खींचिये। 


. यदि किसी द्विपद बंटन के साध्य तथा प्रसरण ऋमदाः 9 तथा 6 हैं, तो वह बंटन ज्ञात कीजिये । 
(6. 


यदि 5 प्रयत्नों के लिए किसी द्विपद बंटन के माध्य तथा प्रसरण का योग .8 है, तो वह बंटन 
जात कीजिये । 


9.7 प्वासों प्रायिकता बंटन 


पिछले अनुच्छेद में हम देख चुक हैं कि यदि किसी ट्विपद बंटन के प्राचल (एप्लाक्यालएा5$) #॥ 


तथा # ज्ञात हों, तो हम बह बंटन ज्ञात कर सकते हैं। परन्तु उन परिस्थितियों में जब # बहुत बड़ा ही 
तथा 7 बहुत छोटा हो, तो द्विपद बंटन का अनुप्रयोग बहुत कथिन होता है । ऐसी स्थितियों में यदि ह 
यह मान लेते हैं कि जब #-+०० तथा ४-0, तब गुणन # हमेशा परिमित, माना ३, रहता है, तो जो 
हमें प्राप्त होता है वह द्विपद बंटन का प्वासों सन्तिकटत (ए0ा४5०ा ब्रएए०्ट्ग्राप्मा०णा) नेदेलाता है। 
यहाँ हम हिपद बंटन का प्वासों सस्निकटन निर्धारित करेंगे | 


न ॒ है 
क्योंकि ॥9<5+ है, इसलिए ॥८८ हा हींगा । 


द्विपद बंटन से, हम निम्न प्राप्त करते हैं : 


7 ( >( ४८७/" 7 (7, + ) कक (ुधन-। 


#॥(.+ ] ) (#« ०2 ),,, [#॥-/ न ) ,.. . ह 
०००० ( ४ ६ ० )(  > था ) है !ँ रे ( | शा (।। ) ० + 


__॥(४--) (४-2) ... [7--#--]) ., ए ु मा, 
४2४98 ४७४७७ % 35 ( डा ] 
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; ! 
ि ब्_न्ब्ज का औ 

- म(-+ 75) 7) “का (७ 
जा 


अब हम सीमाओं (78) के एक बहुत महत्वपूर्ण परिणाम का प्रयोग करेंगे । हम इस परिणाम 
को बिना उपपत्ति दिये दे रहे हैं, जो निम्न है : 


सीमा 0 
।+-7 ) म्मम्ट (9) 
जहाँ ८ एक स्थिरांक है जो संख्याओं 2 तथा 3 के बीच स्थित है तथा ८” निम्त प्रकार परिभाषित 
होता है, जहाँ «४ कोई वास्तविक संख्या है : 


। 5“ क्ा ( 
0 0 के 


स्थिरांक ८, नपेरिययन आधार (२४७०7४७॥ 5889) कहलाता है तथा इसका मान लगभग 


2.783 है। (5) से हम देखते हैं कि जब #->००, तब प्रत्येक गुणनसण्ड ( ] जन ) [ [ गा ] 


[ | --- फ् ) तथा गुणनखण्ड ( [>> हे ) [ की भीर अग्रसर होता है। साथ ही, (8) से हम 


॥ । 

॥॥ 

हक] । रे जाए 
देखते हैं कि जब-- प्र “+-+ ००, अर्थात्‌ जब #-> ००, ती युणनखण्ड ।( ली ) १ ८की ओर 


॥ 


ज+>े,. 
5 सब 
अग्रसर हीता है| इस प्रकार जब #-->००, तब । [-- कह ) ग्रे | ->€ होगा | क्षतः 


टेंए 
| 





जब ॥#-»००, तब (&.) में दिया व्यंजक की ओर अग्रसर होता है । 


अतः, सीमांत स्थिति में जब ॥-->००, हम 
“-)५ 
गे! 
एए-प) का जग7 ! (#ल्ल0। [, 2, 5 2 ) (5) 


प्राप्त करते हैं, जहाँ + एक परिमित संख्या है तथा #7 के बराबर है । (5) में /7८0, € 2,... रखकर 
तथा सभी प्रायिकताओं को जोड़ने पर, हम निम्नलिखित प्राप्त करते हैं : 


१]0 शणित्त 


अ ८ फ्रंट. 


४ 
० अत ॥ आ आ0 आआ 


रे ते )ट ) 
ब् (+प[+ श्र+ज्ञ+--) 


बल जप की [ (0) से] 
का 
इस प्रकार, #--0, |, 2, ... के लिए प्रायिकताओं 7 (+) का योग | के बराबर है । 


साथ ही, उपयुक्त में से प्रत्येक प्रायिकता एक ऋणेतर भिन्‍न है | अत: (5) एक प्रायिकता बंटन 
निरूपित करता है जिसे एक फ्राँसीसी गणितज्ञ प्वासों (205507) के नाम पर, जिन्होंने यू तरीका 
837 में विकसित किया था, प्वासों प्रायिकता बंदन ( एकंड55७ा ए४०७॥09ी9 05079060०४) कैंहते हैं । 
यह असंततत (880७08) बंटन केवल एक प्राचल » पर निर्भर करता है । 


ट्विपद बंटन के प्वासों सन्तिकटन को द्विपद बंटन की अपेक्षा सरलता से तुरन्त परिकलित किया 
जा सकता है तथा सरलता से सारणीबद्ध किया जा सकता है, क्योंकि » के विभिन्‍्त मानों के लिए 


४“ के मान मानक सारणियों (80॥0%&70 780/68 ) से प्राप्त हो जाते हैं । 


देनिक जीवन में ऐसी बहुत-सी स्थितियाँ हैं, जहाँ # बहुत बड़ा तथा # बहुत छोटा होता है। ऐसी 
स्थितियों में द्विषद बंटन की अपेक्षा, जो #? के बड़े मानों के लिए अधिक कठिन सिद्ध हो सकता है, प्वासों 
बंटन अधिक सुविधापूर्वक प्रयोग किया जा सकता है। टेलीफोन द्रंक लाइनें जबकि उनके अंशदाताओं 
($प्र०8०7027/8 ) की संख्या अधिक होती है और टेलीफोन लाइन खाली मिलने की प्रायिकता बहुत कम 
होती है, यातायात समस्याएँ जिनमें बार-बार दुर्घटनाओं जैसी घटनाएँ होती हैं और इनकी प्रायिकता 
बहुत कम होती है तथा बहुत-सी औद्योगिक प्रक्रियाओं में जहाँ भारी मात्रा में उत्पादन होता है और 
दोषों (80॥08) या बिजली, इत्यादि बन्द होने (9768:00७78) जैसी घटनाभों की प्रायिकता बहुत कम 
होती है, इत्यादि, ऐसी स्थितियों के कुछ उदाहरण हैं । 


9.8 प्वासों बंदन के लिए पुन्तरावृत्ति-सूुत्र 


हम जानते हैं कि 


३ गऔ ८ 
९) न्‍८ नि (6) 
न].. -_..) 
तथा, ?(/+-)5०.2० ०2 
(/--)! 


इसलिए, 





मे 
या, 70(/-+-१) #« गया ५१ (#न-(0, |, 2, 3,..:) (7) 


कुछ विशेष असंतत' प्रायिकता बंटन [4] 


प्वासों बंटन के लिए (7) पुनरावृत्ति सूत्र है। यदि ?(0) ज्ञात हो, तो इस सूत्र की सहायता से' 
हैस ?(]), ?(2), ?(3)''' के मान ज्ञात कर सकते हैं । समीकरण (6) से, /5-0 के लिए, हम देखते 


हैं कि 7 (0)--८ * है । 
पुनरावृत्ति सूत्र (7) में #750, [, 2, 3,...रखते पर, 


| 


स्् ' 9 3 
म ०७(]) --+). गे ८ ० & रे 
ह ए ( ) ९ कं [2 ( 2 ) घ््िेिल 0 । ०४ + है ( 3 ) 2 बम सिह. 


इत्यादि प्राप्त करते हैं। 


9.9 प्वासों बंटन के माधष्य तथा प्रसरण 


प्यासों बंटन में 


होता है । 
। ०० ९० # ५ “के 
अत्तः, ४(४)नन#ऋन्न्ये.. ॥?0()प5+४ "7 हे 
/ 5-50)  #श+ 0 | 
न 
“जेट 2 2, ८: 
2! 





5 अल 
-3, “८ हा 
आग 








री ल 3 ४03 
म्पः 2€ ह। | और गाज ) 


इस प्रकार, प्वासों बंदन का साध्य, प्राचल » के बराबर है। 
प्रसरण ०८५ निम्न प्रकार से प्राप्त किया जा सकता है : 


9) ४ 7ौ 


रे 
ठ्' 2... 25 2 2 क्र कलकक (मं 


#नन-) | 


नी 42,0. है 35, 0४ 42, 54, 2.१ 
पी + शक कं + कक जि +०|- 


-+- २ 20%, 325 49. हे 5) ' 
प | [+ नीज शि7+ ते औ+- “है 


ना --)0, (| -- 2) ] न 3) 
न व 


2 
' ]-+4)286 
न्‍ः ( 4 [ ) न कफ | | गे 





# हल्‍डटा के 


८7 


[]2 गणित 


नल ) ग हा गण 
प्थ्ड 2८ हू [-+- हे व आह हे क्र 8 कट ् ] 


0 | हे . ॥॒ 


न्| ८ (८) + 2८ )--२४ 
बन जे नम ेटन-) 
पते 


अतः, प्वासों बंदन का प्रसरण भी » है। इस प्रकार, प्वासों बंदन का साध्य तथा प्रसरण दोनों 
ही » के बराबर होते हैं। इस बंटन का यह एक महत्वपूर्ण गुणधर्म है । 


टिप्पणी ; प्वासों बंदन के साध्य तथा प्रसरण द्विपद बंटन के साध्य तथा प्रसरण से, वह सीमात 
स्थिति लेते हुए जब ४7२०० है, भी निकाले जा सकते हैं । इस प्रकार क्‍योंकि द्विपद बंदन का माध्य ॥ है, 


सीसा __ सीमा 


| रे । ध्य 5 ॥॥| नल 
इसलिए प्वासों बंदन का भाध्य--  , (70) -ै२ 


(3) 75» है। (क्योंकि ) एक स्थिरांक है ।) 


पुन: क्योंकि द्विपद बंटन का प्रसरण 7907०४॥७(- 0) है, 
इसलिए, प्वासों बंदन का प्रसरण 


सीमा 
ध्ल्य गआ 38 शा (।--) 
_ सीमा ।( ), रे 
के ५ | [+- पे ] (ययोंकि ॥9 ऋर ). है) 
घन ), [ क्योंकि जब ॥-> ०८ , तेंब - ९...) ) 
|] 


9.40 हल उदाहरण 


उदाहरण  : एक व्यस्त यातायात चौराहे पर, किसी एक कार की दुर्घटना होने की प्रायिकता # बहुत 
कम, माना 0.000, है । फिर भी दिन के किसी विशेष अन्तराल में, इस चौराहे से बहुत सी. कारे, 
माना 000, गुजरती हैं । इन प्रतिबन्धों के अन्तगेंत, उस अच्तराल में दो या अधिक दुर्घटनाएँ होने की 


प्रायिकता क्‍या है ? | ८ 770 _0.9048 का प्रयोग कीजिए ) 


हल : यहाँ #-०000 तथा 75-50.000| है। क्योंकि ॥ बहुत बड़ा तथा # बहुत छोटा है, अतः हम 
वाँछित भ्रायिकता परिकलित करने के लिए प्वासों बंटन का प्रयोग कर सकते हैं। मात्रा यादब्छिक घर 
४, दुर्घटताओं की संख्या व्यक्त करता है। 


अब, ?९(४>2)55]-[7(%#5-0)--( //<- ) ] 
अब, ?(00--0)--८ 


कुछ विशेष असंतत प्रायिकता बंटन 


443 
परच्तु, 2 २7४०-८८ 000 9८ 0,000। -- 0.] 
इसलिए, ए(#5-0) 55७७ 0४ 
तथा, ?(४/-+ ])5-< क मा] 
इस प्रकार, 0(४>2)-]-- | ४7?:..0.3९6 707 ॥ नम --४0. .(].] 
स्+-+0,9048 ५ .] 
--0,0047 


उदाहरण 2 : सात लीजिए कि किसी एक वर्ष में एक खान दुर्घटना में किसी विजेष कोयला खनक की. 
मृत्यु होने की भायिकता /400 है । प्वासों बंटव का प्रयोग करके इसकी प्रायिकता ज्ञात कीजिए कि 
एक खान से, जिसमे 350 खनक कर्मचारी काम करते हैं, एक वर्ष में कम से कम एक घातक दुर्घटना होगी । 


[ ०770-25... 0.78 का प्रयोग कीजिए ) 





] 
छ्ल्टः ह# ६ + ््थ् शा: 
हँ हाँ #सन्‍नूहहु तथा ४७६३50 है। 
350 

श्यात्र पर 77700 006९ “सार :-:4 है / 

इसलिए मै स न्‍ 65 0.25 
४ --0,.25 

इसलिए, . ९? (+) +« 5220 मल 
। 

तथा , 7?(0) ++ ४ ४४222 ८0.78 


अब, ?? (कम से कम एक घातक दु्घेटना) 
व्|] -- ० (कोई घातक दुर्घेटना नहीं) 
नन “२ (0) ८। --0,78 --0.22 


प्रत्नावली 9.2 


. पासों का एक युग्म 200 बार फेंका जाता है । यदि योग 9 प्राप्त होने को सफलता माना 
जाए, तो सफलताओं की संझ्या का माध्य तथा प्रसरण ज्ञात कीजिए । 


2. एक टेलीफीन एक्सचेंज में 50 टेलीफोन लाइनें हैं। उनमें से किसी एक के व्यस्त होने की 
प्राधिकता 0. है। इसकी क्‍या प्रायिकता है कि सभी लाइनें व्यस्त हों ! 

3, एक डिब्बे में 200 टिकट हैं तथा प्रत्येक पर संख्याओं । से 200 तक में से कोई एक संख्या 
अंकित है । डिब्बे में से प्रतिस्थापित करते हुए एक-एक करके 20 टिकट निकाले जाते हैं। 
इसकी प्रायिकता ज्ञात कीजिए कि अधिक से अधिक 4 ठिकदों पर अंकित संख्याएु 20 से 
विभाज्य होंगी । ' 


44 


0, 


गणित 


, यदि प्वासों बंदन का प्रसरण 2 हो, तो प्वासों बंटन के पुनरावृत्ति सूत्र से #-।, 2, 3, 


तथा 5 के लिए वह बंटत ज्ञात कीजिए । [ ४ “2 --0.353 का प्रयोग कीजिए ) 


, 35 वर्ष की आयु के एक व्यक्ति की 40 वर्ष की आयु तक पहुँचने से पहले मृत्यु होने की 


प्ररथिकता 0.08 ली जा सकती है। 400 व्यक्तियों, जिनकी वर्तमान आयू 35 वर्ष है, 
के एक समूह में इसकी लगभग प्रायिकता क्‍या है कि अगले 5 वर्षो में 2 व्यक्षितयों की 


मुत्यू हो जाएगी ? [ ७“ _..0.000747 का प्रयोग कीजिए ] 


, मान लीजिए कि एक विशेष मलछीत द्वारा उत्पादित किसी वस्तु के खराब होने की 


प्रयिकता 0.2 है। यदि इस मशीत द्वारा उत्पादित ऐसी 0 वस्तुओं को यादृच्छिक रूप 
से चुना जाए, तो इसकी प्रायिकता क्‍या है कि एक से अधिक वस्तुएँ खराब ध्राप्त नहीं 
होंगी ? द्विषद और प्वासों बंटनों का प्रयोग कीजिए और दोवों परिणामों की तुलता 


कीजिए । ( कं 505 का प्रयोग कीजिए ] 


. एक बीमा कम्पनी यह पता लगाती है कि एक विशेष प्रकार की दुर्घटना में प्रति वर्ष 


0.4 प्रतिशत जनसंख्या ही ग्रस्त होती है । यदि इस जनसंख्या से उसके 40000. पालिसी 
धारकों (0009 ॥0068) को यादुषच्छिक रूप से' चुना गया हो, तो इसकी प्रायिकता 
क्या है कि उसके 5 से अधिक पालिसी धारक ऐसी दुर्घटना से अगले वर्ष ग्रस्त नहीं होंगे ? 


. मान लीजिए कि 585 प्ृष्ठों वाली एक पुस्तक में टाइप सम्बन्धी! 43 गलतियाँ हैं। यदि 


इत्त गलतियों को पूरी पुस्तक में यादुच्छिक रूप से वितरित कर दिया जाए, तो इसकी 
प्रायिकता क्‍या है कि यादृषब्छिक रूप से चुने गए 0 पृष्ठ गलतियों से रहित होंगे ? 


[ ४ 27 ...0,4795 का प्रयोग कीजिए ) 


* मान लीजिए कि एक हवाई जहाज से गिराए गए बस (0000) के एक बिद्दोष लक्ष्य 


(278०.) से टकराने की प्रायिकता ना है । यदि 6 बम गिराए जाते हैं, तो श्रामिकता 


ज्ञात कीजिए जबकि 
(7) केवल 2 बम ही लक्ष्य से टकरायेंगे । 
(79) कम से कम 2 बम लक्ष्य से टकरायेंगे । 


। ४ --0.302 का प्रयोग कीजिए ] 


एक पेंच (5०8७8) निर्माता यह जानता है कि उसके उत्पादन का 4%/ खराब है। वह 
ईन पँंचों को सौ-सौ के डिब्बों में बेचता है तथा यह गारंटी देता है कि एक डिब्बे में 
5 से अधिक पेंच खराब नहीं होंगे। इसकी लगभग क्‍या प्राग्िकता है कि एक डिब्बे में 
गारंटी के अनुसार माल नहीं निकलेगा ? 


एकक है 


प्रसामान्य प्रायिकता बंटन 


80, भूमिका 

पिछले एकक में, हमने अति महत्वपूर्ण असंतत बंढनों, अर्थात्‌ ट्विपद बंटन तथा थ्वासों बंटन, का 
अध्ययन किया था | एक असंतत यादृच्छिक चर (धशश06 ग्मापेणा १॥796) वहु चर होता है जो 
कैयल वियुक्त मात ((80]8080 ५४४४४), जो प्रायः धवात्मक पूर्णाकीय (00४४ ४७ ॥06/78) मान होते 
हैं, ही ने सकता है। एक सिक्के को, मान लीजिए 20 बार, उछालने पर प्राप्त 6808 की संस्या एक 
बसतत यादृच्छिक चर है, क्योंकि यहू 0, [, 2, ,..ढ, 20 के अतिरिक्त कोई अन्य मान नहीं ले सकता 
है। वह प्रायिकता बंटत जिसमें इस प्रकार का चर हो, असंतत प्रायिकता बंदनत (शां४507०8 9700) 
0907॥)॥70॥) कहलाता है। द्विपद तथा प्वासीं बंदन, जितका अध्ययत्त हमने पिछले एकक में किया है, 
असंतत प्राधिकता बहनों के उदाहरण हैं । 

भसंतत चर के विपरीत, यदि एक चर संतत पैमाने (०७008 8०8/७) के सभी मान ग्रहण 
कर सकता हो, तो हम कहते हैँ कि वहू चर संतत (00॥0॥70008) है। समय, लम्बाई और तापमान 
जसी राशियाँ पंतत पैमानों पर मापी जाती हैं। संतत चरों के कुछ उदाहरण तिम्त हैं: 

(() व्यक्तियों के भार, 
(॥) एक विश्येष प्रकार की बनी विभिन्‍न कारों द्वारा पैट्रोल (!2/0]) की किसी निश्चित 
मात्रा में चली गई दूरियाँ, 

(॥) व्यक्षितयों के दाँगे परों की लम्बादइयाँ । 

संतत मादृच्छिक चर के प्रायिकता बंटन को संतत प्रायिकता बंदन (०७॥६॥08 0408 
9॥870000॥) कहते हैं । 

एस एकक में एक महत्वपूर्ण संतत बटन, जिसे प्रतामात्य प्रायिकता अंहन (॥07॥॥े छा0)॥0॥0 
097ी0॥) या केवल प्रस्ाभास्य बदन (॥07ग9 490) कहते हैं, का वर्णत किया गया है। 


0,2 प्रध्तामान्य बंटन 
प्रसामान्य बंटन की व्यापक समीकरण 


कि गणित 


द्वारा दी जाती है, जहाँ चर », --०० से -- ०० तक कोई भी मान ले सकता है | यहाँ ;: तथा ०, जिन्हें 
बंटन के प्राचल कहते हैं, प्रसामान्य बंटन के ऋमश: माध्य तथा मानक विचलन (छाक्ा्तथातं (6एं8/0॥) 
हैं। # तथा 6 को प्रतिबंधों --०० < < ००,०:०0 को अवश्य ही संतुष्ट करना चाहिए । फलन /(.५४), 
प्रसामान्य बंटन का प्रायिकता घनत्व फलन (फ97णात्रणा।ए १शाओआंए ज़ाट/ंणा) कहलाता है तथा ४, 
प्रसामान्‍्य चर (॥0णात्ा र्था0०) कहलाता है। समीकरण () द्वारा दिये गए प्रायिकता बंटन को 
कभी-कभी संक्षेप में इस प्रकार भी व्यक्त किया जाता है; “प्रसामान्य चर ४ का एक बंटन 'घ(॥, ०१) 
है” तथा इसे & : ए (,., ०») के रूप में लिखते हैं । 

प्रसामान्य बंटन सबसे अधिक उपयोग में आने वाला संतत बंटन है। यह बंटन ऐसे बहुत से 
बंटनों के लिए एक सुन्दर सब्तिकटन का काम करता है जिनका व्यावहारिक दृष्टि से बहुत महत्व है । 
साथ ही, इस बंटन के कई बहुत वाँछनीय गणितीय भुणधर्म हैं जिनसे बहुत से सैद्धान्तिक (#॥850600॥[) 
परिणाम ज्ञात करना सम्भव हो जाता है। प्रसामान्य बंदन के अति महत्त्वपूर्ण होने का एक कारण यह 
भी है कि बहुत सी प्राकृतिक परिघटनाएँ (909707०7& ) प्रसामान्यतः या लगभग ऐसी ही बंटी होती 
हैं। परिधटनाएं, जैसे व्यक्तियों की लम्बाइयाँ तथा उत्तके भार, आई० क्यू० (!. 0.) की मापें, धातु 
(7008) की छड़ों की अधिक सही मापें लेने में च्रुटियाँ तथा विभिन्‍न परीक्षाओं में प्राप्तांक, आदि सभी 
के प्रसामान्य बंटन होते हैं । 
। समीकरण (]) द्वारा दिये गए फलत का आलेख प्रसामान्य प्राथिकता वक्त (॥07शात्वा ए0- 
040॥609 ९ए४९) कहलाता है तथा इसे नीचे दिखाया गया है (देखिये आक्ृति 0.) । 


8] 





रा हि 
आकृति 0. : प्रसामान्य प्रायिकता वक्त 


आलेख से हम देखते हैं कि यह घंटी के आकार (0०|-8॥960) का है तथा साध्य » के 

का सममित है । वक्त के दोनों सिरे >-अक्ष की धतात्मक तथा ऋणात्मक विशाओं की ओर ऋमश: 
० तैया -- ० तक विस्तृत होते हैं तथा धीरे-धीरे -अक्ष की ओर भग्नसर होते हैं, परन्तु उससे ॒ 
मिलते नहीं हैं । े 2000७ 
समीकरण ( [) द्वारा दिए गए फलन का उच्चिष्ठ (745 ग्राएय ) मात्त ४ --5/६ पर है, क्योंकि 

5+5|* पर इसके घार्तोंकीय भाग ([ 57 ०१07॥8) एक्षाए ) का महत्तम मात्त है | जिसका अर्थ यह है कि 


प्रसामात्य प्रायिकता बंटन ]7 


वक्र एकबहुलकी ( णयागरी00॥]) है तथा प्रसामान्य वंटत का बहुलक (॥006) उसके माध्य से ४5» पर 
तंपाती है । 


रेखा ४<-॥, प्रसामात्य प्राग्रिकता वक्र के अन्तर्गत &-अक्ष के ऊपर के क्षेत्रफल को दो बराबर 


भागों में बॉटिती है। इसका अभे यह हुआ कि वंटत का माध्यक (ग्रा्ता॥) भी उसके माध्य तथा बहुलक 
से संपाती है । 


प्रसामान्य बंटन को द्विपद बंटन की उस सीमांत स्थिति से प्राप्त किया जा सकता है जब प्रयत्नों 
की धंख्या ॥ बहुत बड़ी हो तथा सफलता की. प्रायिकता #%, हे के बहुत निकट हो । इस परिणाम को 
गणितीय रूप से सिद्ध करना इस पुस्तक की सीमा के बाहुर है। प्रसामात्य वक्त को, द्विपद बंटत के 
आयतचित्र की एक सीमांत स्थिति के रूप में सोचा जा सकता है, जब #-२*० और #$, हा के बहुत 
मिकट है । इन प्रतिबन्धों के अन्तर्गत, द्विपद' बंटत का आयतचित्र, प्रसामान्य प्रायिकता वक्त की ओर 
अग्रसर होगा ज॑सा कि आक्ृति 0.2 में दिखाया गया है । 


(५४) 





आकृति 0.2 : द्विपद बंदन के आग्रतचित्र को सीमांत स्थिति के रूप में प्रसामान्य प्रायिकता बच 


हम मुख्यतः प्रसामान्य वक्र के अन्तर्गत किन्‍्हीं दो कोटियों (7ता॥॥8४) के बीच के क्षेत्रफतरों 
को जानने के ही इच्छुक हैं, क्योंकि वक्त के अस्तर्गत क्षेत्रफल, दिए हुए अन्तरालों (7/0४७/5) में आने 
बाले मानों की प्रायिकताएँ निकूपित करते हैं। पाठकों को याद होगा कि एकक [५ में द्विपद बंटन के 
भायतचित्र में भायतों के क्षेत्रफल चर के विभिन्‍न मानों के लिए उनकी प्राथिकताएँ निरूपित करते थे, 
जबकि प्रतीक आयत की चौड़ाई मात्रक लम्बाई की थी । 


0.3 प्रसामान्य बंदन का सानक रूप 


एक यादुच्छिक चर 57 भारकीकृत (अंश्रातेशातें2०0) किया हुआ तब कहा जाता है जब इसे इस 
तरह से व्यवस्थित कर लिया जाए कि इसका माध्य 0 हो तथा मानक विचलन | हो । माध्य' 0 तथा 
मानक विचलन ६ वाले प्रसामान्य बंटन को मानक रूप में प्रसामान्य बंधन (॥ण79व) 057707/00 
8ंथातेंश्रा0 (07) या मानक प्रसामान्य बंदन (४शिऐश0 ॥0774] 0डाग्रएएांणा ) कहते हैं । 


[8 गणित 
गणितीय साँख्यिकी की अत्ति द महत्त्वपूर्ण प्रमेथों में से एक यह हैं कि यदि 5 एक प्रसामान्य 


7.--_ 77 £ हि 
यादच्छिक चर है जिसका माध्य // तथा सानक विच्वलन ० है, तो यादृच्छिक चर 2£77---7 गे प्सामान्य 


बंटन होता है जिसका साध्य 0 तथा मानक विचलन 3 है। यादृच्छिक चर 2, मानकीकृत (या सानक ) 
प्रसामास्य यावृच्छिक चर कहलाता है । इस प्रमेय की उपपत्ति इस पुस्तक की सीमा के बाहर है। इस 
प्रकार, मानक रूप में प्रसामान्य बंटन के लिए प्रायिकता घनत्व फलन को निम्न प्रकार दिया जाता है: 








छेद! 2 ०<४<०) (2) 

उपर्युक्त फलन का लाभ यह है कि इसमें कोई प्राचल नहीं है। इससे हम, माचक सारणियों 
(४80970 ६20]०8) का प्रयोग करके, श्रसामात्य प्रायिकता वक्त के अन्तर्गत विभिन्‍न क्षेत्रफल परिकलित 
कर सकते हैं । उपर्युकत फलन का आलेख नीचे दिखाया गया है (देखिए आक्ृति 0.3) । 


कं 


() 
आकृति 0,3 : मानक प्रसामान्य प्राथिकता वक्त 


पाठक यह देख सकते हैं कि आलेख का आकार, आकृति 0, में दिए गए प्रसामान्य वक्त के 
आकार के भ्रकार का ही हैं। अन्तर केवल यह है कि अब सुलबिदु को माध्य वाले बित्दु पर पहुँचा 
दिया गया है । । 


0.4 अनन्त समाकल पर एक टिप्पणी 


यदि किसी समाकल में, या तो समाकल की उच्च सीमा और निम्न सीमा का अन्तर अनन्त हो. 
या समाकल की सिम्न और उच्च सीमाओं के बीच स्थित एक या अधिक बिन्दुओं (सीमाओं को सम्मिलित 
करते हुए) पर समाकल्य ([68/%0) अनन्त की ओर भग्नसर हो, तो समाकल को प्रायः एक अनन्त 
हक । ॥9॥॥9/68 40९879) ) कहते हैं । [कुछ लेखक इसे अनुचित समाकल (्राए70एथ 766ट्टान) 
कहते हैं।। , । 


प्रसामान्य प्रायथिकता बंटन [9 





० ०० / ! ( 
हि पड 
उदाहरगाबं, | टाओक,. | पफ़, | -#% | # 
नड + करू, क्र 
0) --+०0 ब 5 उन्लन्‍न्र] 
इत्यादि सभी अनन्त समाकल हैं । 
के क्न पु | श 
आगे आने बाले अनुच्छेदों में हमें | /(>)4४ के प्रकार के समाकल सिलेंगे। इस प्रकार 
“0०0 


के समाकला के मान तिकालने की विधियों को व्याख्या हमारी इस पुस्तक की सीमा के बाहर है। हम यहाँ 
बंवल इतना कहेंगे कि एक अनन्त समाकल का अस्तित्व हो भी सकता है तथा नहीं भी हो सकता है। 
साथ ही, एक अनन्त समाकल को परिमित (ह॥॥०) संख्या के समाकलों के योग के रूप में विभकक्‍त किया 
जा सकता है, जैसा नीचे दिखाया गया है : 


(ते 


| (कल [ # ()%+ हा (७) ध४-- ... 


“० ४० ७“ ०) 23 


-+ [ /(<) 4०८-- । 


(॥-.] ५; 


जहाँ---+०० < था *< 6; ,, <०४<: ०० है । 


0.5 मानक प्रसामान्य प्रापिकता वक्त के अन्तर्गत क्षेत्रफल 


हम देख चुके हैं कि मातक रूप में प्रसामान्य घनत्व फलन द्वारा निहूपित प्रायिकता वक्त एक 
घंटी के आकार की होती है जो आधार रेखा की घनात्मक दिशा की ओर --८०० तक तथा ऋणात्मक 
दिया की ओर ---०० तक विस्तृत होती है। साथ ही, यह वक्र माध्य 0 के सापेक्ष समभित होती है । 


हम जानते हैं कि वक्त >र्( ८), #>भक्ष तथा दो कोटियों ४>ध तथा ४-८४ द्वारा परिसीमित 
6 
शैष्र का क्षेत्रफल, समाकल | / (४) 4४ द्वारा प्राप्त होता है (इस म्यंखला की पुस्तक ॥५ का 


पे 
अनुच्छेद 29.6 देखिए) । मानक रूप सें प्रसामान्य बंटन के लिए हमें निम्न प्राप्त है : 


] धर 3 5] 


(2) कऋ+ तह 2 
(2) ०४३ ९2% ९ 
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यदि हम इस फलन को मानत्ता & तथा ४2» के बीच समाकलित कर, तो समाकल 
नया ध+ 
का है हे जी, का 
का | 62 आज ; वक्न, >-शक्ष तथा रेखाओं 252 और 25-४3; द्वारा परिसी मित क्षेत्र के 
१ <7प 
23 । 
क्षेत्रफल को निरूपित करेंगा। 


/ (2) 





दया हक पाक ५ 
आकृति 70.4 : 2च्न्2, तंथां 7४, के बीच का क्षेत्रफल 

आकृति 0.4 में दिखाया गया छायामय क्षेत्र (॥॥80९0 7०९०7) इस क्षेत्रफल को निरूपित करता है । 

इसी प्रकार, समाकल हे | है ०] ठो 

जम मम. हे 9 

(४) कक हा धर (3) 

आक्ति 40.5 के छायामय क्षेत्र के क्षेत्रफल की निरूपित करता है । 





(2) 





७! 


(3 ट 
आकृति 40.5 ; ---०० से » तक का क्षेत्रफल 


प्रसामान्य प्राधिकता बंटन [9] 


क्योंकि प्रसामान्‍्य बक्र के अन्तर्गत क्षेत्रफल, प्रायिकता निरूपित करता है, इसलिए समीकरण (3) 
द्वारा परिभाषित फलन 7 (2) भी प्राथिकता तिरूपित करेगा, जबकि चर---०० से 2 तक विचरण 
करता (४४०७४) है। समीकरण (3 ) में ४7-। रखने पर, हमें . 


न्‍+ >> टरॉदे 
पः ] ठ् 
9 (॥) सन “उन+ 
() "जद | ४० 
<< हो 
प्राप्त होता है, जो ४<€:] के लिए प्रायिकता निरूपित करता है तथा इसे ? (2<:) द्वारा व्यक्त किया 
जा सकता हैं। व्यापक रूप में, यदि (2) प्रसामान्य बंटन का प्रायिकता घनत्व फलन है, तो 


््प 
?(2/& 2 ६722) न | (2)प: 


(4) 
7] 
/ 
तथा, (2) ++ | [(2)672 (5) 
>-++ (५४) 
नजएि(7,<:9) 


समीकरण (5) द्वारा परिभाषित फलन 7(2), प्रसामान्य बंदन के लिए, बंदन फलन (त&07- 
"प्रौणा णा0(0०॥) कहलाता है । 


0,6 प्रसामान्य बंदन के कुछ गुणधर्म 


प्रसामान्य बंटन के कुछ गुणधर्म निम्नलिखित हैं : 
(+) समीकरण () द्वारा दिया गया प्रांयिकता घनत्व फलन /(»), शून्य के बराबर या उससे 
अधिक होता है। (वास्तव में, यह गुणधर्म सभी संतत प्राथिकता बंटनों के लिए सत्य है।) 
किट क्‍ 
(॥) | 7(४) 4४००। है। इसका अर्थ यह है कि प्रसामान्य प्रायिकता वक्त के 
अन्तर्गत >-अक्ष के ऊपर का सम्पूर्ण क्षेत्रफल । के बराबर है। यह इस तथ्य से भी स्पष्ट 
है कि उपर्युक्त सम्पूर्ण क्षेत्रफल, सभी प्रायिकताओं के योग को निरूपित करता है जिसे 
किसी भी प्रायिकता बंटत के लिए | के बराबर अवश्य होना चाहिए । 
(#) की गणितीय उपपत्ति इस पुस्तक की सीसा के बाहर है.। 
(0) प्रसामान्य बंटन अपने माध्य के सापेक्ष सममित होता है । 
(४) इस बंदन के माध्य, बहुलक तथा माध्यक संपाती होते हैं । 
टिप्वणी : प्रसासान्य बंठन के कुछ और भी गुणधर्म हैं जिनका वर्णन हमारी इस पुस्तक की 
सीमा के बाहर है । है कक 5! 


२3३०; कमा कनना-पानप ने कक कलन_+५५+ मनमानी कप कन-।+क्‍ कल नल टन ग नए कक नए 7गएफ ु [ न 
#प्रायिकताओं ? (2.5८ 2<€ 22), ? (2, < 2 < 2), (2 <2< 5) पैथा ? (2 < &<29 )की समान 
माता जाता है। इसी प्रकार, ए(2<2) तथा ?( 22 < 2) भी समान प्रायिकताएँ हैं 
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0.7 प्रसाभान्य प्रापिकता वक्त के अन्तर्गत क्षेत्रफलों फो ज्ञात करने के लिए सारणी का 
उपयोग 


हम देखते हैं कि समीकरण (5) द्वारा दिए गए समाकल का ४ के विभिन्‍त मानों के लिए मान्त 
ज्ञात करता बहुत जटिल होता है। सॉख्यिकी की किसी भी मानक पुस्तक में, 2 के विभिन्‍न मानों के लिए 
क्षेब्रफलों (2) की एक मानक प्रसामान्य सारणी दी जाती है। हमने ऐसी एक सारणी परिशिष्ट 
(४]०7०70%) में दी है, आगे जो आ रहा है, उसमें हम यह मानेंगे कि /(2) मानक प्रसामात्य घतत्व 
फ़लन है तथा 7(2) तदनुरूपी बंदन फलन है । हम देखते हैं कि 
// 





5 
छ(००) र- €& तान्ला। (6) 
९५/2व 77०० । 
है, क्योंकि प्रसामान्य वक्त के अन्तर्गत संपूर्ण क्षेत्रफल के बराबर होता है । साथ ही, 
ए2 बट <2,) की (20)--४ (५, ) (7) 


है, क्योंकि 


?(2/ ६ 2 ६2: + [ (2) 4५2 

ब्धय्‌ 
दर ; दर 
प | /(2)42 +- | (2242 +- | / (2) 4५2 


द्त्‌ ++ ०० “ह+++ (2६) 


29 द्व्‌ 
ध् | (2)42 -- | (2)42 
“-“ 0०) शा **। 
(59) (20) 
समीकरण (4) तथा (7) से यह निष्कर्ष निकलता है कि 
ए(ए ६६2: < 2५) 5०४(7५,)-- ४(72,) 


227 
प्प्न | ((7)09 (8) 
ब 
अब हम यह सिद्ध करंगे कि 
8(--2)7०4 --# (७५) (०) 
इसे सिद्ध करते के लिए, हम देखते हैं कि 


आर 2 दे 
ए(--») ** | /()#% -- | / (४24४, 


“00 न ०0 


जहाँ /:--४ है, क्योंकि /(--४) (४) 
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अब, 9 ( --2, ) +-४ 2, ) तू -- # (४) ब४-- [ /ी (४) बंफ 
५० 


जाए (2 


के [. / (#) 4४ -- क्‍ [ ./ (४)% 


द्व्‌ “-“ (०) 
5८] ०० 
अक | / (५) 4४ -- | (४४) धं॥ 
“>> (2) 2] 
०0 

घ्य्य | (४) व॥ 

--+ ०0 
घ्न्ल 

अत;, ए(--४ ) क्न [-+ ( 2१ ) 


यह निष्कर्ष इस तथ्य से भी तुरत्त निकल आता है कि मानक प्रसामास्य वक्र माध्य के सापेक्ष 
सममित होती है तथा इस वक्त के अच्तर्गत सम्पूर्ण क्षेत्रफल एक के बराबर होता है (देखिए 
आकृति 0,6) । 


(2८) 





तल () ट। 
आकृति 0.6 ; ॥(--४३)5४7--#४(%,) 


टिप्पणी ; यहापि सारणी से हमें केबल सानक प्रसासान्य वक्र के अन्त्गंत क्षेत्रफल ही प्राप्त होते 

हैं, फिर भी हम किसी भी प्रसामात्य वक्त के अन्तर्गत क्षेत्रफलों को भी निम्न प्रकार ज्ञात कर सकते हैं : 

माना चर ४ प्रसामान्यत: वितरित है और उसका माध्य 00 तथा सानक् विचलन 0 है। तब 

मानक प्रसासान्य यावुष्छिक चर 7. निम्न है + 
5४--00 ह 2 

थ्च्त्न्न्कु (५) 
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घदि हम, माना, ?(४<:0) ज्ञात करता चाहते हैं, तो (2) से हम & -:[0 के लिए 
2>-! प्राप्त करते हैं । ' 
अतः, एफ ८0)5-7(7< )5-77() 
तथा परिशिष्ट में दी गई सारणी से हम क्‍ 

7(|) <<0.84] 3 

प्राप्त करते हैं, जो 2<] या 5 <:0 की प्रायिकता निरूपित करता है। प्रतिशत के पदों में हम कहते 
हैं कि लगभग 84%, समंक (007८8) 0 या उससे कम हैं । 

अब हम कुछ उदाहरणों पर विज्नार करेगे । 


0,8 हल उदाहरण 


उदाहरण 4 : भाना |, किसी परीक्षा के प्राप्तांकों को व्यक्त करता है। यदि #, प्रसामान्यतः वितरित 
है और उसका माध्य 00 तथा मानक विचलन 5 है, तो इसकी प्राधिकता ज्ञात कीजिए कि %; 30 से 
अधिक नहीं है । 


हल : आइये हम पहले सूत्र 2-5 जा की सहायता से 5 को मानक प्रसामान्य चर 2 में परिवर्तित 


करे | इस प्रकार, हम 
० ! 0() 
लक जे हे 
प्राप्त करते हैं। इसकी वाँछित प्रायिकता कि >, 30 से अधिक नहीं है, 7(#५८30) से व्यक्त की 
जा सकती है । जब £(--30 है, तब (/#) से हमें 
मा _30--00 _ 
७ ७ १5 

प्राप्त होता है | हमें ए९(7.<:2) 5 # (2) ज्ञात करना है । 

सारणी ! से हम 7(2) -«0.9772 प्राप्त करते हैं । 

इसलिए, 7(.४८:30) -50.9772 


उदाहरण 2 : एक कक्षा के विद्यार्थियों की एक यांत्रिकीय भअभिक्षमता परीक्षा (॥॥०ण047087 808- 
708 (25६) ली गई । उनके प्राप्तांकों को प्रसामान्यत: वित्तरित पाया गया और उन्तका माध्य 60 तथा 
मानक विचलन 5 था। कितने प्रतिशत विद्यार्थियों ने 
() 60 अंकों से अधिक 
(4) 56 अंकों से कम 
(7॥) 45 तथा 65 अंकों के बीच 
अंक प्राप्त किए ? 





वक्ज्ल 


हुल ; () हम जानते हैं कि 2८ मा है। ४5-60 के लिए, 250 है। हमें ए(:१ > 60), 


अर्थात्‌, ? (2:>0) ज्ञात करता है। 
परन्तु, ?(0 < 2 ०० ] कह ०० )--+० (0) लय +>-0,5:--50.,5 
इस प्रकार, 50% विद्यार्थियों ने 60 से अधिक अंक प्राप्त किए | 
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() 5-56 के लिए, का ... 0.8 है । 


इसलिए, 7 ( --0.8) -६--४ (0.8 ) -+ | --0.788 5-0.22 
इस प्रकार, 2,2%/ विद्यार्थियों ने 56 से कम अंक प्राप्त किए । 
(॥) ८०45 के लिए, फ्रन्‍ू 27700 .... 3.0 तथा 


०-65 के लिए, 7,८5८ ्.0 है । 


इसलिए, ?(---3.0 ८ 7.< .0) ++ 7 (4.0)--? ( ---3.0) 
5“ (.0)--4--४(3,0) | 
८+0.84]-- (---0.999 ) 9.84 
इस प्रकार, 84% विद्यार्थियों ने 45 तथा 65 के बीच अंक प्राप्त किये । 





प्रदनावली ॥0.4 


3., एक परीक्षा में विद्याथियों के एक समृह द्वारा प्राप्त अंक प्रसामान्यतः वितरित थे और 
उनका माधष्य 80 तथा सातक विचलत 6 था | 
(7) 90 भंक (7) 68 अंक 
(77) 57 अंक (7०) 02 अंक 
प्राप्त करने वाले विद्याथियों के मानक अंक ज्ञात कीजिए । 
2. मानक प्रसामान्य वक्त के अन्तर्गत बह क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जो 
(४) ४<>+2.70 के वाई ओर 
(४) 2>5,73 के बाई ओर 
(77) ८&77--0:66 के दाईं भोर 
([/) &स्ल---»88 के बाईं ओर 
(9) ४:5.25 तथा 2-5.67 के बीच 
(४) 2<ख्+--0,90 तथा दम्म--,85 के बीच 
(हां) ब्ाा-- 45 तथा 2::८].45 के बीच 
(ओर) 2ख्नः-+)0.9) तथा ४5-.58 के बीच 
स्थित है । द 
3. एक प्रसामान्य वक्र, जिसका /++525.3 तथा 655३.] है, दी हुई है। वक्त के अन्तग्रेंत 
20.6 तथा 29,| के बीच का क्षेत्र फल ज्ञात कीजिए । 
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4. पिछले अनुभवों से यह ज्ञात है कि अपराक्त 3 बजे से 4 बजे के बीच किसी विशेष समुदाय 


क्षेत्र में प्रत्येक दित की गई टेलीफोन कॉलों (॥80ए97०॥6 ०४१8) की संख्या का माध्य 
352 तथा मानक विचलन 3] है। उस समुवाय (०णाशशाणा॥) क्षेत्र में अपराज्त 3 
बजे तथा अपराह्न 4 बजे के बीच' कितने प्रतिशत समय में 400 से अधिक देलीफोन कॉल 


होंगी ? 


5. किसी विद्येष प्रकार के इलेक्ट्रॉनिक यन्त्रों (७४८०००० 0०एं००५) के जीवत-समय का 


भाध्य 300 घण्टे तथा मानक विचलन 25 घण्टे है। यह मावते हुए कि इन जीवन-समयों, 
जो मिकटतम घण्टे तक मापे गए हैं, के बंटन को एक प्रस्तामान्य वक्त के साथ निकठतम 
रूप से सन्निकटित किया जा सकता है, 
(7) इसकी प्रायिकता ज्ञात कीजिए कि इन इलैक्ट्रॉत्तिक यन्त्रीं में से किसी एक का जीवच- 
समय 350 घण्टों से अधिक है । 
(7) यह ज्ञात कीजिए कि कितने प्रतिशत का जीवन-समय 300 घण्टे या उससे कम 
होगा । 
(॥) यह ज्ञात कीजिए कि कितने प्रतिशत का जीवन-समय 220 घण्टों तथा 260 घण्टों 
के बीच होगा । 


' साँख्यिकी की एक अच्तिम परीक्षा में विद्यार्थियों के एक बड़े समूह द्वारा प्राप्त अंकों का 


माध्य 58 तथा मात्तक विचलन 8.5 है। यह मानते हुए कि ये अंक लगभग प्रसामान्यत: 
वितरित हैं, बताइए कि यहू आशा कितने प्रतिशत विद्याथियों से की जा सकती है कि 
उनको 60 और 69 के बीच (ये दोनों भी सम्मिलित हैं) अंक प्राप्त होंगे । 


सह्सम्बध 


एकक #| 


सहसस्बन्ध 


]. भुप्तिका 


अभी तक सॉस्यिकी के अध्ययत्त में हमने केवल एक चर* से सम्बन्धित आँकड़ों की व्याख्या 
करना ही सीखा है। ये किन्‍्हों व्यक्तियों के किसी परीक्षा में प्राप्तांक, किसी कारखाने के श्रमिकों की 
मजदूरी हो सकते हैं, य ये किसी प्रधूतिगुहू में किसी एक विशेष मह्ठीने में जन्मे नवजात शिशुओं के 
भार ही सकते हैं, इत्यादि | पाठक को याद होगा कि आँकड़ों की व्याख्या करने के लिए हमने अवस्थिति 
([00400०॥/) और परिक्षेपण. (0990भ0॥) के विभिन्‍त अंकाणितीय निहूपकों (पाए 
१60०79008) को ज्ञात करवा सीखा था। दूसरे शब्दों में, हम कह सकते हैं कि अब तक हम केवल 
एक चर से सम्बद्ध समष्टियों (90॥0/800॥8) अर्थात्‌ भाँकड़ों का ही अध्ययन करते रहे हैं। 

परस्तु कभी-कभी दो या अधिक चरों के अलग-अलग प्रभाव जानने की अपेक्षा इनमें एक साथ 
होने वाले परिवर्ततों (॥॥800॥5) की जाँच करना अधिक सुसंगत (09५0॥) होता है | क्या यहु 
सत्य है कि जिस वर्ष में सामान्य से अधिक वर्षा होती है उस वर्ष में छातों तथा बरसातियों (80088) 
की बिक्री भी अधिक हीती है या यह कि वस्तुओं के कम सात्रा' में आने पर उनकी कीमतें बढ़ जाती हैं ! 
हस प्रकार की समस्याएँ तथा और भी ऐसी बहुत सी समसस्‍्याएँ जिनमें दो चरों के पारस्परिक परिवर्तन 
क्र्धात्‌ प्रसरण का प्रभाव सम्बद्ध होता है "सहसम्बन्ध' (०णाशं#०॥) के क्षेत्र के अन्तर्गत आती हैं। 

शब्द “सहसम्बन्ध' का एक परिशुद्ध अर्थ देने का प्रयत्न करने से पहले, हम इस पर बल देना 
चाहेंगे कि जब हम दो घरों [मातरा, स्कूल के कुछ विद्याधियों की लम्बाइयाँ तथा भार, कारखाने के 
श्रमिकों के एक समूह की आई० क्यू० (॥, 0.) तथा उत्तकी आमदनी, कालेज के विद्यार्थियों के एक 
समृहु की भायु तथा उनके द्वारा किसी उपलब्धि परीक्षा (8०॥6ए2॥०॥६ 68/) में प्राप्त किए गए अंक, 
इत्यादि] में एक साथ हुए परिवततंनों को देखते हैं तव विचाराधीन आंकड़ों में, जिन्हें ह्विचर ऑँकड़े 
(7 0श्रा/॥४ 088) भी क्रहते हैं, मापों के युग्म (00॥8 0॥ 7089॥70॥0॥8) सम्मिलित होंगे। इन 
आँकड़ों की एक सुझ्य विशेषता यह है कि विचाराधीन समूह भथवा समष्टि के प्रत्येक सदस्य के लिए 
एक प्रेक्षण (0082४क0॥-) का दूसरे के साथ एक यूएस बनाया जा सकता है। इन प्रेक्षणों को हम 
पुष्मित प्रेक्षण (एश/०)ं 00897#॥0॥8] कहेंगे । द 

आइये अब शब्द सहृसम्बन्ध के अर्थ की ओर ध्यान दें । यदि दो राशियाँ इस प्रकार परिवर्तित 
होती हैं कि एक में परिवर्तत के साथ ही दूसरी में परिवर्तत होता है, तो ये राशियाँ सम्बन्धित था 
सहसम्बन्धित (०0४७॥०0) कहुलाती हैं। हम कह सकते हैं कि सहसम्बन्ध इस बात की व्यास्या करने 


न 
*इन्हें कभी-की एकविचर आंकड़े (प्राण्द्रा|व6 (408 ) वहते है | 
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से अपना सम्बन्ध रखता है कि दो चरों के वीच सम्बन्ध की मात्रा [सा परिमाण| (0९८७:००) कितनी है, 
अर्थात्‌ वे किस सीमा तक सम्बन्धित हैं । 


4॥,2 वुग्मित प्रेक्षणों के बीच सम्बन्धों के प्रकार 


दो चरों ( युग्मित प्रेक्षणों) के बीच कई प्रकार के सम्बन्ध हो सकते हैं। आइये नीचे इत पर 
विचार करें : 

हम पहले उस स्थिति पर विचार करेंगे जब दो चर इस प्रकार परिवर्तित हीते हैं कि उनका 
अनुपात सर्देव स्थिर रहता है। पदाहरण।र्थ, बुत्त की परिधि सर्देव उसके व्यास तथा एक श्थिर सेश्या 
के अनुपात के बराबर होती है (इस स्थिर संख्या को 5: कहते हैं) । जब तथा ज्यों ही व्यास में परिवतेंत 
होता है, पशिध में भी परिवर्तत होता है तथा परिधि में हुआ यह परिवर्तत, व्यास में हुए परिवर्तन 
और उसी स्थिर संख्या (5) के गुणनफल के बराबर होता है । ऐसी स्थितियों में सहसम्बन्ध की परिपूर्ण 
(0९४९०४) कहते हैं । 

यह परिपूर्ण सहेसम्बन्ध फिर दो प्रकार का होता है : 

() परिपूर्ण धतात्मक सहुसम्बन्ध 

(7॥) परिपूर्ण ऋणात्मक सहसम्बन्ध 

यदि एक चर के बढ़ने (या घटने) पर दूसरा चर भी समानुपाती रूप से बढ़ता (था घठता) हो, 
तो ऐसे सहुस्तम्बत्ध को परिपूर्ण धमात्मक कहते हैं। बृत्त को परिधि तथा व्यास के बीच सहसम्बन्ध हंसी 
प्रकार का हैं। दसरी ओर, यदि एक चर के बढ़ने (या घटने) पर दूसरा चर समानुपाती रूप से घटता 
(या बढ़ता) हो, तो ऐसे सहसम्बन्ध को परिपूर्ण ऋणात्मक कहते हैं । 

यदि दो चरों में कोई सहसम्बन्ध नहीं है, अर्थात्‌ एक चर में परिवर्तत से दूसरे चर में कोई परिवर्तन 
नहीं होता है, तो हम कहते हैं कि विचाराधीन दोनों चर असहुतस्बन्धी (7007०४[९ऐ) हैं | 

परन्तु व्यापार, अर्थशास्त्र, मनो विशञान, सामाजिक विज्ञात तथा जीव विज्ञान सप्बन्ध्री अवेषणों 
(शायपाप05) में परिषुर्ण सहसम्बन्ध की परिघटनाएँ बहुत कम ही देखने को मिलती हैं। बहुधा एक 
राशि में परिवर्तन से दूसरी राशि में भी परिवर्तन होता है, परन्तु यह सदेव एक ही अनुपात में नहीं 
होता हैं| ऐसी स्थितियों में हम कहते हैं कि वित्ञाराधीन दोनों राशियों में किसी त किसी मात्रा का 

हसम्बन्ध है । पुनः; दोनों चरों में विद्यमान सहसम्बन्ध को धनात्मक [स्रीधा (0॥0८॥0) | या ऋणात्मक 

[उल्टठा (70॥60) ] तब कहते हैं जब एक चर के बढ़ने से दूसरा चर क्रमश; बढ़ता या घंटता है । 


4,3 प्रकीर्ण आरेख" 


जसा कि नाम से विदित है, प्रकीर्ण आरेख (४८०४० ठांधह्ाता) विचाराधीन चरों के विभिन्‍न 
मानों के बिखराब अर्थात्‌ प्रकीर्ण (६०७०) का एक आलेखीय निरूपण होता है। इसका प्रायः दो चरों 
के बीच विद्यमान सहसम्बन्ध के बारे भें एक मोटे तौर पर अनुमान लगाने में लाभप्रद रूप से प्रयोग किया 
जाता है। इसके लिए हमें केबल यह करना होता है कि, समकोणिक निर्दशांक अक्षों का प्रयोग करते 


.... कुछ लेखक प्रकीर्ण आरेख को बिन्दु आरेख (१०६ ता॥१78४) भी कहते हैं । 


सहसम्बस्ध कि 
3 
हुए, दोनों चरों के तदनुझूपी मानों को [ऋमित युग्मों (0067० 9थथो$) 


के रूप में| आलेखित (9]0। 
क्या जाए तथा इन आलेशि आम !20। ) 
किया गाए तथा इन आलेखित बिच्दुओं की प्रवृत्ति ( 7600 ] देखी जाए । 


सदि आलिखित बिल्दु एक रेखा पर स्थित हों, तो यह भारेख दो चरों के बीच 
पहसम्वच्ध (धनात्मक या ऋणात्मक) दर्शाता है [देखिए आकृति ]. () तथा .] ( 


एक परिपूर्ण 
॥) | । ध्यान 


2७७७७... 





() परिपूर्ण धतात्मक सहसम्बन्ध (॥) परिपूर्ण ऋणात्मक सहुसाम्ब न्ध 


आकृति १7.7 : परिपूर्ण सहसम्बन्ध के लिए प्रकीर्ण आरेख 


दीजिए कि भाकृति ,] (3) में विन्दू ऊपर की ओर जाने की प्रवृत्ति दर्शा रहे हैं। इसका अर्थ यह है 
कि एक चर में वृद्धि होने से दूसरे चर में भी वृद्धि हीती है। इस प्रकार आकृति .] (।) एक परिपूर्ण 
घनात्मक सहसम्वन्ध की स्थिति प्रदर्शित करती है । 


आकृति ।.] (॥) में, आलेखित ब्रिन्दुओं की भ्रवृत्ति नीचे की ओर जाने की है, जो यह दर्शाता 
है कि एक चर में वृद्धि होने से दूसरे चर में कमी होती है। इस प्रकार, आकृति . (|) एक परिपूर्ण 
आणात्मक सहसम्वन्ध की स्थिति प्रदशित करती है । 


जब आलिखित बिन्दु एक रेखा पर स्थित नहीं हों, परन्तु एक रेखा के चारों ओर (लगभग) 
बिखरे हए दिखाई देते हों जैसा कि आक्ृतियों ,2 [ (7) तथा (॥) | में दिखाया गया है, तो चरों को 
सहुसम्बन्धित (००४०4९४) बाहा जाता है। बिन्दुओं का बिखराव रेखा के चारों ओर जितता अधिक 
निकट होता है, चरों के बीच सहसम्बन्ध की मात्रा उतनी ही अधिक होती है । आकृति .2 (4) अधिक 
मात्रा का एक धतात्मक सहसम्पन्ध दर्शाती है जबकि आकृति .2 (#) अधिक सात्रा का एक ऋणात्मक 
सहसम्बन्त दर्शाती है। इसी प्रकार भाकृतियाँ [.3 [ (3) तथा (7) ] विधा राधीन दोनों चरों के बीच 
कम मात्रा का सहसम्बन्ध दर्शाती हैं क्योंकि बिन्दु रेखा से बहुत दूर-दूर बिखरे हुए हैं। इसके विपरीत, 
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«4 () ० 
() अधिक मात्रा का धनात्मक सहसम्बन्ध (॥) अधिक सात्रा का ऋणात्मक सहसम्बन्ध 


आकृति त,2 ; अधिक सात्रा के सहसम्बन्ध के लिए प्रकीर्ण कारेस 








() 


() कम मात्रा का धतात्मक सहसम्बन्ध (॥) कम मात्रा का ऋणात्मक सहसम्बन्ध 


आकृति त.3 : फस साथा के सहसम्बन्ध के लिए प्रकीर्ण आरेख् 
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आकृति ,4 : असहसम्बन्ध के लिए प्रकीर्ण भारेख 


यदि मालेखित बिच्यु कोई भी प्रवृत्ति प्रदशित नहीं करते हैं, जेसा कि आक्षति .4 में दिखाया गया है, तो 
हम कहते हैँ कि विचाराधीन चर सहसम्बन्धित नहीं हैं, अर्थात वे असहसम्बन्धी (एा000709(60) हैं । 


].4 कार्ल पियसेन का सहसम्बन्ध गुणांक 


पिछले अनुच्छेद में हमने यह बताया था कि एक प्रकीर्ण आरेख से हमें केवल मोटे तौर पर यह 
अनुमान तग जाता है कि दो चर, माता ४ तथा 9, किस प्रकार सम्बन्धित हैं । हम केवल प्रकीर्ण आारेख 
से आँकड़ों की जाँच करके कोई ठोस निष्कर्ष नहीं निकाल सकते हैं। दूसरे शब्दों में, हम केवल प्रकीर्ण 
आरेख भें यह देखकर कोई मिष्कषष नहीं निकाल सकते हैं कि, क्योंकि आधे से अधिक बिन्दु लगभग एक 
रेखा पर स्थित प्रतीत हो रहे हैं, इसलिए चरों के बीच एक धनात्मक या ऋणात्मक सहसम्बन्ध है | 
दूसरी ओर, हम यह निष्कर्ष भी नहीं तिकाल सकते हैं कि उनमें कोई सहसस्बन्ध नहीं है। हमें एक 
राहि ((०४॥09) (जो एक संख्या द्वारा तिरूपित हो) की भावश्यकता है, जो यह माप करती हो कि 
४ तथा 9 किस सीमा तक सम्बन्धित हैं। इसके लिए प्रयोग की जाने वाली राशि को सहसस्बन्ध गुणांक 
(९०-७गिलं॥ा६ ० ०००४०) कहते हैं तथा इसे प्रायः /,, द्वारा व्यक्त करते हैं। सहसम्बन्ध गु्णांक 
(५ दो चरों » तथा 9» के बीच सम्बन्ध की मात्रा (१०४27०6) की माप करता है तथा यह निम्न सूत्र से 
प्राप्त होता हैं: | 


£& (४--४)9/-)9) () 





गा 0 हा ।ए 


जहाँ &; तथा 3. (/ल्‍|5|॥ 2,.../ ) कैसशः: > ओर 3 के मानों के दो समुच्चय हैं तथा 
7॥ 9, 7४५ 7४७ त्रामशः तदनुरूपी माध्य तथा मानक विचलन हैं, जिससे 


! !/ 4 


ऐड 


 । ह 3०% : ज् ३ 
दर नर आज अन्कटर 2५ फचनाओ एसगानेऔ 


क्ण्यक 


नजर है ी। | [+5। 
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' | ! 
तथा, 0, नल >> व (9--9)४ 
/ इन्स 
सहसम्बन्ध गृर्णांक को उपर्यक्त परिभाषा सन्‌ 890 में काले पिम्सन [क्या गिएक्‍ाुप्पा) भरा 
दी गई थी तथा उन्हीं के ताम पर यह कालें पियसन का सहुसम्बन्ध गुणांक (#श। ॒ीएशा5७क 5 ए08- 
ला ए०-शीशंथा) कहलाता है। दो चरों के बीच इस सहसम्बन्ध गुणांक को परिभाषित करते का 
ओऔवचित्य निम्न प्रकार दिया जा सकता है : 


/! (7 
हम जानते हैं कि व्यंजकों ्य्र & (४-अ)ध्तथा ---४ (४ “एफ मे कभमणः नरों 
| 


जो | ला 
» तथा » के प्रसरणों अर्थात्‌ परिवतंनों की मापें प्राप्त होती हैं। हमें स्पप्टतया यह भागा करती चाहिए 
कि व्यंजक 
/7 


है, 30 9 (५७.९) ()/--9) 
| 


*॥ स्च्प्पड 


(/५) 


से हमें तथा # में एक साथ हुए प्रसरणों की माप प्राप्त होगी | हम देखते हैँ कि व्यजक (.), ७. तभा 
0५ की इकाइयों (णा््रो5) पर आश्रित है और इसलिए यह «५; तथा 0७, की हकाहयों में परिमर्तन होने 
पर परिवर्तित हो जाएगा | इकाइयों के अन्तरों की इस कठिन समस्या से बलने की हक विधि यहे है 
कि व्यंजकों (४,--४) तेथा (॥-ढह) को क्रमश: ०, तथा ०७» से विभाजित कर दिया जाएं, जिससे 
सहस्तम्वन्ध गुणांक इकाइयों से स्वतन्त्र हो जाए। इसलिए व्यंजक (५७), को ०, | से विभाजित करने 
पर हमें बाँछित माप प्राप्त हो जानी चाहिए । व्यंजक (७), « तथा #$ का सहृप्रसरण (००एशांश्वा0९) 
कहलाता है तथा इसे (:0०५ (४, 9) द्वारा व्यक्त किया जाता है । इस प्रकार, ([) को भिम्त प्रकार भी 
लिखा जा सकता है : 
| ०५०, 9) (2) 
४ज५६(०) . शथ (9) 
जहाँ ५४ (७) +-» का प्रसरण 

8 


799५9 


[ चर न श्र न 
लाया (४४-०४) 
5 
तथा ५४:(9) >>» का प्रसरण 
हा के 
लत आओ 0४०४ 
की । 


44.5 सहसस्बन्ध गुणांक के लिए एक बेकल्पिक सूत्र 


यदि ४ तथा » के युग्मित प्रेक्षणों के संख्यात्मक मान्त बहुत बड़े हों, तो अनुच्छेद [,4 में दिए 
मूत्र () या (2) की सहायता से, दोनों चरों के बीच का सहसम्बन्ध गणांक ज्ञात करने में बहत कठिन 
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संख्यात्मयक अभिकलन (९८09|000[4078 ) आते हैं । इसलिए हम एक वैकल्पिक सत्र की स्थापना करंगे 
जो कभी-कभी सहसम्बन्ध गु्णांक भिकालने में बहुत सुविधाजनक रहता है । 


0, शी पा /: 
साता ॥|चनझ कक तथा ५ 5८ मी  अक८ 7 2 (3) 
/# 


जहाँ ०, 8, ॥, ६ कोई स्वेच्छिक स्थिरांक हैं । 
(9) से हम निम्न प्राप्त करते हैं 

ऊअनत॥#+ थ तैंथा 9/55/८१--४ 
इसलिए, #>ब्च्चन-॥ तथा 5--8--/:४ [पुस्तक ता का अनुच्छेद 23.2 देखिए ] 
जहाँ ॥ तथा # ऋरमश: !(४४ तथा ४, के माध्य हैं । द 
इसलिए, ४-४ +०॥(४४-“!े तथा ५ अल (४४--०]) 


अनुच्छेद, [*4 के () में इन मानों को रखने पर, हम निम्न प्राप्त करते हैं : 


प्र 
*& ॥00--+४ /9/-४) 


4६ ५ ै-ह4-+*८५+- तक रकम पपदापघततपानर<अवका+-८५+थपफ७८५७ ८२० फणथप पथ -मअ5 “पथ क++<५८:आ०४९०५०७८ ८ थमा । पारा; लआ 2 पाकर +4९# मई चाम्नचचचच्चनच्िििि जि न्िनमफानिडिभ+ 
पा» #(४--४)१ “72 (४-० 


! (4 
<> (४:-+४) (४-४) 
नी 


कक ।7 | ]॒ /6/ 
॥ “५ (४४० 2)* न # (055४) 
8 7 ३-८] 


४. (पाये) (77०) 














70[469 
म्न्ल हक 
अतः, हम देखते हैं कि यदि हम मूलबिन्दु को बदल दें तथा एक नया पैमाना (5०४6) चुन लें, 
तो सहसम्बन्ध गुणांक में कोई परिवतंत नहीं होता है । 
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उपर्युक्त सूत्र को निम्न प्रकार और भी सरल किया जा सकता # : 
हमें ज्ञात है कि 





॥ 77 
रे । है: १५ कि [; 
पड कानीशि-े रक्‍सभी.. आय 
__ स्न्न। १ ॥ ; 
हा अस्लल न कं किन भय न मििम शा माएणएक टिक ननान आता 5 अप किला न्स्आ लत 
| [ ॥! कि // ] ” |प द 
ला 0 की + ही >>... ५ 
० | | [42०० ०* | छा 7 62723 || 
अर १ ३७0७३ ३८-३०००नउरआ;$५४4६2०----ा+>ननाऋनानसकनकपन ७ कला ने अन्‍ानानपान कक ग+ 4४ फेक रे करे २० “१ “केले के नए काले ० ४ ५ ह/॥-4व०००/९०-३2यण०नअमफन०प-8क कट कपब नल ५५३ कर टाए, ४४०३७ का 3+2वत०४ा&अक४898. ५7%३-३४-२३५-०३४०७४७७०९०५:०क जे 
रह 47 
! 
ा मी ज्छ न पु 
जा आर 74 ; ॥ 7 रे ६ 
॥  [:>] 
बिल ल्‍७५०५००४५+९०५५५४५५५-०५+आ३७७४७)७४०वह५९५+4५+५५७४५५००-५५०००३०:५००४००००७०५००० अब “पी२०म+7 ४३४४0 न 





हि ! ( | 8 
पं है ((; ए ५04 0 है. +86॥ “रा । | 
इन / न 
! 7 | कु !! [ /४ / 
न 4०० - ५ ४ कै. ५०० न. जप 
! ८5५ ] 0 ९ ४ आर! | /&5%:/ 
| । | | 
7) <+ पा ॥४ ० ५ 
 ध्पा [स८ ध्ण्ट्ड 
३ हक “अल 7232 मल 3. सना ४ ४7 हे वपरपनगरपनम अा०+ 2० क०ब०+ ५ पा: मतदान का | ) 
!) १ के । । ४ 
धरे. फ्रज थ ॥ ४७. ४2४ 5 ७ ५ 
55 | 5 ] 5४5 | />...] 


टिप्पणी : वास्तविक अभिकलतों सें हस ॥:ऊ्रलन] ले सकते हैं, जिससे हम सास सकते हैं कि 
एलन व तथा ४स्त७7- 7 हैं । 8 तथा # को इस प्रकार चुनना चाहिए कि लगभग सभी ४ तथा 
१४ संख्यात्मक रूप से ऋसदाः ४; तथा ८(5], 2,...3 9) से छोटे हों। हम आगे अनुच्छेद ॥,7 में 
सहसम्बन्ध गुर्णांक त्तिकालने में भब तक पढ़े गए सुत्रों के उपयोग को उदाहरणों की सहायता से स्पष्ट 
करंगे। 
44.6 सहसस्बन्ध गुणांक की सीमाएँ 
| अब हम दो चरों के बीच सहसम्बन्ध गु्णांक की सीमाएँ ज्ञात करेंगे तथा यह दिखायेंगे कि 
यहू --॥ तथा 4 के बीच स्थित होता है । 
यह दिखाने के लिए, हम सहसम्बन्ध ग्ुर्णाक के सूत्र () से प्रारम्भ करते हैं । 


सहसम्पन्ध 


3/ 
हम १] >> ४ 
तथा ८5 ४--३ 
रखते हैं | इसलिए, 
शक 
पक न जटिल) | 
ग । 
हम्तमरम्य ० _++ऊठ) जय । 
आओ! 
इसी प्रकार, [ 
7. | ( थी ) 
0७% स्+ | री | 
हि इंस् । | 
॥ | यु 
+.. ८४, | ) 
ग लि | “528 ॥ै। |[ हैं 
तथा 22 ली मिक१४आा जय. न बल पद कल [. 
।0:560 % है 
अब हमें निम्न प्राप्त है : 
४५ ८; /। 
| रा आ थे झऊऋूुंछ »# ए४ 25५ एफ, 
थे (०० >> ] | ंक्ता [न] 
(द्क ! ्ः दा हे छ्क्ी ह दे 4 2 छ 07 
ठंड >> 2/7फ% # क्‍ [ ( 0)से | 


घ्- 20 “7 2॥/2% ८5 20(] --/५॥) 


उपयुक्त सर्वसेभिका (6070॥9) का बाम पक्ष # संख्याओं के वर्गों का योग है और इसलिए यह 
धनात्मक या शून्य है | 


अतः, । जाकर 0 
अर्थात्‌, ॥9४! पेंथा #छम्लें-++! 


अर्थात, ++] ८६४७६] 

अर्थात्‌, सहसम्बन्ध गु्णांक --] तथा --। के बीच स्थित होता है । 

यदि ;,८[ हो, ती हम कहते हैं कि ४ तथा 9 के बीच एक परिपूर्ण धनात्मक सहुसम्बन्ध है । 
यदि /,,८८ “+] ही, तो हम कहते हैं कि ४ तथा » के बीच एक परिपुर्ण ऋणात्मक सहसम्बन्ध है । 


यदि ,»,ल्‍+0 हो, तो हम कहते हैं कि दोनों चरों के बीच कोई भी सहसम्बन्ध नहीं है, अर्थात्‌, 
दोनों चर असहसम्बन्धी हैं । 


यदि »., > 0 हो, तो हम कहते हैं कि सहसम्बन्ध धतात्मक (सीधा) है । 
यदि #&»/ 0 हो, तो हम कहते हैं कि सहसम्बन्ध ऋणाृत्मक (उल्टा) है। 
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4,7 हल उदाहरण न्‍ 
उदाहरण ॥ : 20 विद्यार्थियों के भौतिकी तथा गणित में प्राप्तांकों (25 में से) का बटन निम्न है: 












































*5 कलम पम शटकक जल आम नि अल न तक डे लत कर लक लक ै 
| | | | 
भौतिकी में प्राप्तांक ॥8/20|[।20 5।[3|] |! 7(20 हे ;। 5|6|20 मा 2[|| ” [2 
बा दाम व कही शत हक हे 
गणित में प्राप्तांक [<|23|] पा 7[8|6[7 रे 2325|]6।]8]9/23।25।25|24 हे || 


















































_ एक प्रकीर्ण आरेख खींचिए तथा भौतिकी और गणित में प्राप्त पए्रप्रफण मरूथ जल्षए या मतिकी ओर गणित में प्राप्त अंकों के बीच सहसम्बन्ध का के बीच सहसम्बन्ध का एक 
दीजिए । 
हम समकोणिक तिर्देशांक अक्षों का प्रयोग करते हुए सभी 20 विद्यार्थियों के लिए, कऋमित 
युग्मों (8, 2/), (20, 23),.. इत्यादि को आलिखित करें जैसाकि आक्ृति 4[,5 में दिखाया गया है । 
क्योंकि बिन्दुओं का आलेख ठीक एक रेखा है और उसकी प्रवृत्ति ऊपर की ओर जाने को है, अतः दिए 
गए 'आँकड़े 20 विद्यार्थियों द्वारा भौतिकी तथा गणित में प्राप्त अंकों के बीच एक परिपूर्ण धनात्मक 
सहसम्बन्ध प्रदर्शित करते है । 
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ज्ज्या सका आया. कमर आंधी. अमकि 


गणित में प्राप्तांक 
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संशाकत. जय... जा... जम. ासाक- सु. आर. कलर... सीमडन.. पंशआए.. आम. मेनका. आवक. बांशयं. औकात. पीमम>. आये. ऑिकमक. 
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() )॥ १? 3 ॥8 ।5 8 )7 ।8 )9 २0 2) १? 
भोतिकी में प्राप्तांक 
आकृति .5 


सहसम्भस्ध (39 
उदाहुरण 2 : किसी विशेष दुकान में किसी महीने के पहले 0 दिनों में, आलुओों के मुल्य व 


न ली. क्र उनकी 
बिक्की के आंकड़े सीच दिये गये हैं : ्ि 











इकॉपफपप एप: कप्पपटर ऋषपठण्यरे २ एच३ की यपअपंजप पद काप्मस अजिसफरस्कम्म-अमममकमयप्प कार स्म्म्प्भप्परासासप्ण पर 








महीने का दिन कक गए हवस नस गत हक शिशर गिल पे कक दूसरा पॉचबँ। छटठा 








तीसर! तज्नीथा 











पातवॉनाव' नोवाँ 


द्सूवाँ 





पंध प्रति किलो वा म 



































में आलुओों का मुल्य 00 | 09)» 05 | 45 | 75 | 80 | 85 | 90 [00 
किलोग्राम में आलुओं | ' | रा 
या ४० हैं; 'र्‌ ० ८; . 

की बिक्री [20 [25 |20 [0 |05 [00 |00 | 90 | 80. | 60 














एक प्रवीर्ण आरेख खीचिए तथा आलुओं के मूल्यों और बिक्री के बीच सहसम्वस्थ का अनुमात 
लगाडा| । । 
हुल : आइये समकोणिक निर्देशांक अक्षों को लेकर सभी 0 दिनों के लिए कऋ्रमित युरमों (60, [20), 
(65, 25) , इत्यादि को आलेबित करे जैसा कि आकृति ।.6 में दिखाया गया है| | 
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। ४ “-।० “८ * 
00 “न ४ कण “* 





॥ ३ 
कक 
/0 । | ६$ ' |) / 
| [| [6 8 ४ 


कनिमी परककीलन डिक 4 न $ किलमि आजकल नमकीन +] ५ २४ ध9- सरदार वशक+र+ाएकभ१करलअर १ करइक्‍ापलतक+++क १ ५१०५ 99 
() 60 6५ 70 79 80 89 9095 )09  % 


पैसे प्रति किलोग्राम में आलुओं के मुल्य 
आकृति 4.6 


बयोंकि बिन्दु लगभग एक रेखा के आस-पास जमा होते हैं तथा नीचे की ओर जाने की रे प्र वृत्ति 
दर्शाते हैं, इसलिए दिए हुए अकिड़ अधिक मात्रा का एक ऋणात्मक सहंसस्बन्ध प्र्दशित करते हैं। इस 





40 गंणित 


प्रकार, हम आँकड़ों तथा प्रकीर्ण आरेख से यह कह सकते हैं कि जैसे-जैसे आलुओं के मूल्य बढ़ते जाते हैं, 
उनकी बिक्री घटती जाती है। 
| 


उदाहरण 3 : निम्नलिखित आँकड़ों के लिए सहसम्बन्ध गुणाक परिकलित कीजिए : 


हल : यहां » तथा » के मान अधिक बड़ी संझ्याएँ नहीं हैं, इसलिए इस प्रदन को हम अनुच्छेद ,4 के 
सूत्र ([) की सहायता से सीधा हल करेंगे। हम निम्नलिखित सारणी बनाते हैं : 


3 40 7 7॥7 07 8 है 90 । 9 हि 3 ठ 









































9 | 8 | क9 | 47 [| 76 | 74 | 45 | 43 | 7]| 42 | 4| 2 






































१+०पावपकक"%-क७-क ०.१ ए*पर मप्र कक 


बेड... ऋ कनाओं. ऋ+--3ऊ (आओ) (आज)?! (7-४) (&-3) 

















[2 8 5.5 4 30.25 [6 22.0 
[[ ]9 4.5 5 20.25 25 22,5 
[0 [7 3.5 3 2.25 9 0.5 
9 6 2.5 9 6.25 4 5.0 
की 4 .5 0 2.25 0 0.0 
#; [5 0.5 ] 0.25 | 0.5 
6 4: - रा डी 0.25 | 0.5 
5 ][ “5 --३ 2,25 9 4.5 
4 0. कर. अल) 6.25 4 5.0 
9 | . ४358. बूटी 2.25 9 . 0.5 
2 0: #वओ:) ##) 20.25 4 9.0 
[ )0 5.5 -_--4 30.25 [6 22.0 
७०578 ४४०568 43,00 98 2.0 
१-८5।2 
' इसलिए, # चूत "5 तथा अम्मा स् 4,0 


सहसम्वन्ध ]4 
० + (ज/--- 7] ४59) (७४---5) 


७५ नारे 


विलपधििय तन चत 
यनाक+-3 तन 3-3३ जममम- «० अ 


| 07 75 थैह 


.. १[2,0 _[2.000 
गब्ण-.. ०० कि रकस+ नकल ने +-++नन-ननमन- मनन ३७-५० ५५०५७.+>ामवमनणक, यार ७७४७० ए ्_ण न 
2> 3.45» 2, 86. 5.44 


व्यान दीजिए कि सारणी के पहले दो स्तस्श्रों (०००४) में दिए 57 तथा 39 के मानों से 
पहले हमने ५ तथा परिकलित किए हैं और फिर भन्य स्तस्मों के लिए भान ज्ञात किए हैं। 


उबाहरण 4 : वैकल्पिक सूच की सहायता से उदाहरण 3 की सारणी 


में दिए गए » तथा » के मानों के 
बीच सहसम्बन्ध गुणांक ज्ञात कीजिए । | 








हल : 

226 3 मल शक दल मर मल ली कर कि निकट न लक नलकि 
हक है है व्प्म्मेपनी ४ न्+४0,-- 5 शर्ट 9,४ ;;7५ 
[2 8 5 हु 25. 9 [5 
! ]9 4 4 86 . 6 ]6 
[0 [7 3 2 9 4 6 
9 !6 2 ] 4 2 
8 [4 ] सल्ले या [न 
7 [5 0 0 0. 0 0 
6 !3 “+] --2, [ 4 * 
5 [] “2 “4 4. 76 
हि [2 --3 न 9 9 
5 [] अत न । ]6.. 6 ]6 
2 [2 मल न 25... 9 [5 
| (0) 4536 जा 36. 25 30 

3955७: -< 5 ५७४. 20५ ् के का रे जी न 6 जाता आह है ।8 


कर 


॥>फा८धथ४ | 
#+ ाइबजएओ ए्कए-लोीकि 
[2» ]]8--(--6)(--2) 


छाल ३३ को ३०४. ५, 








गणित 


42 
46--72 पा ___(344 
तन जा तकछ्36पाउ 744 ४76 470 
]344 
“7 [420.57 
--+ 0.95 


प्रहनावली 4,4 
. किन्हीं 5 दिन की वर्षा के समय बरसातियों की बिक्री के आँकड़े नीचे दिए गए हैं : 

































































दिनों की संख्या |] |2[3|4| 5 |[6([7[8| 9 0 [! | 2 । 3 | [4 439 
मी न नल हज द 

मि० मी० में वर्षा जी ७5 6। 20 |2[ 8 | 9| 2] 2 | 4 | 6 । [४ । 7 | [[ 

चीग बरस तियों हक कक ह ! हा, न्‍ 

की संख्या 30 [55 8085 [05 कक हे []0| ।5 | 25 | 85 95 | 40) | 60 





























इसका एक प्रकीर्ण आरेख खींचिये तथा वर्षा तथा बरसातियों की बिक्री के बीच सम्बन्ध की 
व्याख्या करते का प्रयत्न कीजिए । 


2, दो चरों & तथा 5» के युग्मों के मान तीचे दिए गए हैं : 


2 8 | 3 6 6 0 दे 
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नरीफिललननन+ 


6 है. जज | | 70 





>! > . । 23, 
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6 ॥6 























इसका एक प्रकीर्ण जारेख खींचिए तथा » और » के बीच सहसम्बन्ध की व्यास्था की जिए | 
3. पतियों तथा पत्नियों की आयु से सम्बन्धित आँकड़े निम्नलिखित हैं : 






























































जोड़े की । 
जाए संख्यों 2, 3 4 क' (0! ५ ३! () [[) 
पति की आयु । ही |. 
( बडी मे ) 22 38 32 40) &() । 0() 50) 50 है] । हे 
राज अल लीला जे जल कम 2 व त लटक प कक | पा , 
पत्नी की आय । । | 
। बल 8 3३5 0 ४ ; < ' ध । 
( वर्षों में ) ड़ | 20 े 30 40 | 45 0) #) हैं है ( 








एक प्रकीर्ण आरेख खींचिए त्था उससे परिणाम की व्याख्या कीजिए । 


सहसम्बन्ध 5 


4. वर्षा तथा किसी खेत के लिए प्रति एकड़ गेहूँ की पैदावार निम्त है : 
































वर्षा 
(सें० मी० में) | “? | 5 32 [40 [43 | | 30 [35 | 50 | 25 
गेहं की पैदावार 
(क्विटल में) 20 |50 |45 | [00 |20 | 46 ([455 ।20 (40 ॥30 


























एक प्रकीर्ण आरेख खींचिए तथा वर्षा एवं गेहूँ की पैदावार के बीच सम्बन्ध की व्याख्या 
कीजिए | 


5, 20 विद्याथियों की आयु तथा लम्बाइयों के आँकड़े नीचे दिए गए हैं : 





निजात अम 3 इनलक नल तनमन बम ब रा अं॥/ंभ)/ |: ं7।४/भ४ाााआा७७७७॥४७७७एएएाए 




















। 
विद्यार्थी की क्रम संख्या | आयु (वर्षों में) लम्बाई (सें० मी० में) 

कण | आइए) | बाई! मन्ओ) 
] ]0 50 

2 !2 50 

) 4 50 

4 ]] 45 

5 3 40 

0 ]8 द 50 

है 6 50 

8 7 ]80 

9 5. _ 60 
[() 43 ]45 
[| 4 50 
(2 2 ... 35 
83 3 क्‍ 890. 
]2 ध2 ]40 
री आल मे 5 3 450 
१6 4 60 
१ 6 60 


[355 


फरल्चाम॒रमिसदिकाशमपाबमरणयुडपमपनरल मलाइका गम मनएक 


एक प्रकीर्ण आरेख खींचिए तथा इन विद्यारथियों की आयु एवं लम्बाइयों के बीच सम्बन्ध 
की व्याख्या कीजिए | 


]44 गणित 
































































































































के आस नजनननदाादखिजजजीण०णनण७ओंनननभीनने 
हे कर 8 7 9 0 0० 8 
> 4 + 5. व || 8 7 ।+ 5 9 62 
४ तथा » के बीच सहसम्बन्ध गुणांक परिकलित कीजिए । 
7. नीचे दिए गए आँकड़ों से, दो परीक्षाओं के प्राप्तांकों के बीच सहसम्बनस्ध गुणांक परिकलित 
' क्रीजिए : 
5०४ 0२हा अल 
| 8 | 7 [6 | 5 | 4 | 4 | 3 | ॥3 | 3 | 2 [2 | 4| | 0 | 0 
7 
बा । 
-&| 0 | 72 | 8 | 40 | 7 0. 6 | 8 | 7॥। 64 5$| 5 6 4 





8. ऊपर दिए गए प्रइेन | का सहसम्बन्ध गृ्णांक परिकलित वीजिए तथा प्रकीर्ण आरेख द्वार 
की गई व्याख्या की पुष्टि कीजिए । _ 


9, ऊपर दिए गए प्रदन 3 का सहसम्बन्ध गुणांक परिकलित कीजिए तथा प्रकीर्ण आरेख द्वारा 
की गई व्याख्या की पुष्टि कीजिए । 


0, नीचे दिए गए आँकड़ों के लिए £ और » के बीच सहसम्बन्ध गणांक परिकलित कीजिए ; 
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[0 7॥ (४ [6 | [24 [8 
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]2 | 9 [2 [4 











"५ थाली णी न्‍-कनजत। ११५ ३५३७७). ."ख,खसससफस.ै:29०/430श/_्क करता कक +४फ 0५»: क६+४*++० ४५ # ०४३५ ५५)५* नल»; _नवक- फैकन/टननैननक कक 79 + /:# 0-० कफ ० "जैन हमने नल +: न >कन फनऊ “3 पकन+.. ५ #न१+००+-“न०००+रन्‍मक ७९ कक कला +सवपन य.. पएभ१११ न; ३: 4; ७+ $+ रैना 333. "हक कब; करिलड$न १ ८: । 


6 4 0 ] 0।4+ ॥| 
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7 6 / 4 540. 3 



































8], एक कक्षा में 0 विद्यार्थियों द्वारा अंग्रेजी तथा हिन्दी में प्राप्त निम्नलिखित स्थानों 
(0725) के बीच सहसम्बन्ध गुणांक परिकलित कीजिए : 





अ॑बरिलिलला 


























अंग्रेजी भें प्राप्त 
हब हा कद 4 | 5 6 7| 8 | * | 0 
हिन्दी में प्राप्त पा आक शक आह धआ न्‍ 
'स्थान 3 | 0| 5 ]|6 2 | 96 4 8 ०। 6 























सहसामपत्ध 


2. विम्तलिखित आँकड़ों के लिए सहसम्बन्ध गुणांक परिकलित कीजिएं : 


वस्तुओं की पूति मृह्य 
80 45 
8९ 40 
00 30 
9] ]॥7 
8१ . ]33 
85 [27 
89 !5 
96 95. 
93 - ]00 


03, निम्तलिखित स्थितियों में ४ तथा » के बीच सहसस्वन्ध गुणांक ज्ञात कीजिए : 


(!) 





4$ 


परिशिष्द 


सारणी 
प्रसामान्य प्राधिकता चक 


८ 
#(7)55 | ६(/)२7 
"- (() 


के अन्तर्गत क्षेत्रफल 


-सपानापमंदाामााइंकशक-पपअसाावा सा नाना कद ५ पाना की 2 पतन बल प म्ि चाप वा पी ++ गन दादा: -2वधिधन न निसदमा एन" पीग भध्रपव दम) रमन इवा गे ता प्र पय> कप दा भदामान+महाए"पपव्काकाय' ता ्ान-++0“ फिर मन तमघ कस +दा१ा ३, पपल्‍माकभप्रभ+ंग३५ नए २७-म्प_मननध पर 8 ता9 २० कम शरन्‍्यफप% मा नरम "गा इधमाएफकम न ुकाभाकपा काम नं ७ का ९१०५+ यहा मेक] एक एप पान ल्‍बऊ / ५. ५-३ 4५-अवाप्राकल्प- धर फवाका ;राा पान तावाब_ न कभानपवाड़ग 


ट्र /९(५) ३ /(>) श /(::) कं 72) 
“00 3000 

न्णि 3040 .3] ,527 ही ,729] 9] :980 
"02 ,5080 32 02.55 "02 बस + “2 »ति22 
03 »5]20 33 9293 53 :73357 93 8238 
04 ,5]60 34 “933] 94 7389 9० 3204 
«05 .3]99 ५.33 :0368 05 7422 95 "0289 
06 9239 30 १4006 00 "सै धि2 .9033 
07 :3279 37 "3वैवउ "07 »486 97 "3 3वबँ0 
08 .539 ,38 0480 "00 ४7547 985 »9365 
»09 .5359 ,39 :05[7 59 7549 ,99 3389 
.0 «9398 हि 8 । "9554 0 ,7360) (.00 ,04]3 
» 5438 4] »0359] ४] »70] 4,0] "8438 
2 5478 42 १628 72 7642 .02 .8940] 
3 55]7 43 0064 473 7673 ,03 ,5ै485 
१4 5557 44 “5700 44 */704 .04 ५9508 
5 :5596 45 :5736 कक "7 736 ,05 »१593|] 
.6 ,5636 408 6772 68 ,764 .06 »0554 
!7 ,3675 47 “0008 कि 7794 .07 8577 
8 57]4 48 0844 78 7823 .08 3599 
१9 ४9/50 49 ,099 १५ »7852 ,09 ५302] 
20 ,3793 50 ,99|5 80) 788| [.40 ०8643 
2 ५9032 "3 »9950 »9] १५७[0) ,| »095 
की «387] ५52 59085 /92 7939 :[4 »9080 
23 ५9390 53 ,/0]9 "है 7967 .4 3 «0708 
24 5948 54 034 ५ पर 790५ .] 4 «0729 
५25 3907 कक » (6 8 हि! 802+ ,3 ,१749 
26 5026 56 ५23 30 805[ ,40 +0770 
27 5064 «57 :7]57 87 8078 का 9790) 
28 603 58 .7]90 08 806 [.8 .१8]0 
५29 "04] «59 ./224 39 «5]33 ],9 ५308 30 
30 :0]79 ») (257 ५,9०0 :5]59 ],20 *3849 


(48 | गणित 


सीजनसकबनमन 





/ (2) 


ट्ट /"(2) दर /(2) 5: 42) रा 
हि 3869 8,6! 9463 2,0] +०778 2.44 *902() 
] हट »3888 |.62 9474 2.02 9783 2.42 6 
.23 9907 ,63 9484 2.03 -9788 2.ज3े हर 
4,24 .892$ 4.64 “72495 2.04 ५9793 2,644 +? ९०! 
.25 9944 ,65 ०9505 2.05 9798 2.मभ+ हम 
].26 8962 ,66 »95]5 2.06 “०0803 2,460 993] 
(.27 85980 [,67 9525 2.07 "28086 2.47 +9932 
.28 :53997 .68 9535 2.08 -9082 रथ 6 »0934 
.29 :90]5 ],69 9545 2.09 -98]7 2.49 9936 
.30 “9032 ,70 9554 2, () "982] 2.50 +9938 
,3] 9049 .7] 9564 2.] 9826 20308 9००4) 
].32 “9066 (,72 “०3573 ८2००८ »2830 है पकीक है. -994| 
].33 9082 ,73 -9582 2, 3 “9834 हलक "9943 
.34 9099 .74 -959] 2.]4 9838 254 «9945 
4,335 /9[]5 [,.75 "93599 हम हिछ 98042 2.55 29406 
],36 »9]3| .,76 "9608 2.46 *9846 2.50 9948 
.37 »9]47 ,77 '966 6 "9850 8 ही *+9949 
.38 :962 ,78 ,90625 0,8 ४9854 2.58 :995[ 
,39 "ज77 ,79 ०9633 2,49 "92857 2 359 9०952 
.40 :9]92 ,80 -9644 2,220 +986] ८ ६६) 9953 
.44 »०207 .64 "9649 2,2] 2864 
.42 . 9222 ,82 "9656 2.22 +9868 2.70) “9909 
) .43 ०9236 ],83 9664 2 23 »987 हे 
'.. ].44 925] [,84 +967] 2.24 »9875 2, 80) +9974 
'[.45 ०9265 4.85 *9678 2,235 »9878 
.46 9279 .86 9686 2.26 -988] 2,90) 998] 
.47 9292 ,87 "9693 2.27 9884 
.46 «9306 .88 "9699 2,28 9887 3.00 9987 
.49 /939 ,89 ०9706 2,29 9890 
.50 «9332 ]90 “9743 2,30 9893 3.20 +9993 
.5] “9345 ,9] «9०7]9 2,34 ०9896 ' 
,52 “9357 ,92 9726 2,32 2898 3३.40 59997 
].53 *9370 ,93 9732 2,33 990] 
.54 9382 .94 9738 2,324 ०9904 3.60 9998 
.55 9394 ,95 "944 2,35 9908 
.56 9406 .96 *9750 2.36 9909 3,8() +2999 
.57 -948 [,97 ५9756 2.37 +99]] 
.58 9429 .98 :976] 2,38 .99]3 4.00 0 ! 0000 
.59 *944] .99 :9767 239 :99]6 
.60 "9452 2.00 :97772 2.40 .99]8 4,5९6) ,0000 
5.00 .0000 


3.50. [.0000 


संदरभिका 


[एएश४४ वंश्णाणाहाएंल फ्ालीणाड जात जैंतशियातत्रों शितुक्ला।0ा5 
(प्रतिलोम त्रिकोणसितीय फलन तथा अवकल समोकरण) 


[]] 3, (५, 988 था 8, ९, (णटाह8७ ; ए6-एरएशआफप प008000७/५. 
ऐं, ', ॥00॥ः & 808 ए78॥8 ।0,, (१४]०78 (968). 


[2॥ 9, 6णशांव0णणजी ; ए0ीशा3॥ ॥७४॥९००॥/०॥। 8&॥9ए8१5 
(ए३88060 07 रिएष्ञ9॥) 
7७४०९ ए700॥98४8, |(०8८०फ़, 


[3] 8, ९. १४४४ ातएं ?, 6, 88207 : [णाध्ट्टार्त (ब0पए|ए४ 4700079 &7 |000000०॥ 0 
एक्षिशा।वत 0ए४०॥६, 


[7800-9प्रा0064॥ 000 88००५, (90॥॥9 (959), 


[4] ॥, 8. (६० + 200] ॥ (४०पए$ 0० (0076 ५४॥।३०।६ 
(]0४00४9680 707॥ रितव8४४8॥) 
७७७ 00॥8708/$8, (05009 (973), 


[9] 09. &. (७०४४५ + [7700प.0077 (०00786 ॥ 707४ 00708078, 
[,07279॥8, (7४९॥ & (70, ॥0., ],00007॥ (965), 


6] 9. 7. छ. 28890 :; 60 ए|भा।०ात्रए एए8४86 ० जािलिक्षात्र 5त080008 ॥80 फछता 
0]00040॥8 


(0707॥ ],08779॥8 [/0., )१७७ /20॥ (966), 


[7] ॥४. $, ९]इ८७॥०0९ ; ऐॉगिश्ञशात्रों ब्रात परा।8878 (णा|ए5 
([708880600 [70॥॥ ५४४४7) 
76४०९ 7ए075४॥208, (0800५, 


[8] 00860 78890 ; ७४ 8007 ० 66ह4॥ (80॥७8 ॥॥0 8॥6७0ल्‍7७५ एॉशिशाएं॥] 
छ009078 


96(#8788 ?।7४०/४ .0,, &8987080 (964) 


[9] 8, $. 7१8५ ; 60 [7007-07 0 एरीशिक्षा।॥ (०7०६, 
9048887009(8 & (00, ए/५%6 [.0,, (४४०78 (950) 


गण 
50 णित 


पृए7०७-जिप्रश्ाइंणाडं 6०0॥॥श५7 (त्रिविभीय ज्य।सिर्ति) 


[[] 0४. (7. 008९ : & [65४ 8006 0० &॥8|ए70 (080॥607'7, 
(४०॥॥8 ?70॥9॥8/8, (/8]0069 (979), 


[2] ॥6, ७, 0॥08॥ ४80 7', ९. 8४०0ए ; &॥8ए00 000707५, 
9072600व7 7॥88॥9॥7, (:४/०७((६ (964), 


3 शाध्षां रिक्ा29क ; 38]9॥04] 50॥0 (0607707५9, 
8, (.॥870 & (०.,, !२७ए 06॥ (959). ' 


590 श्ञा0 000080॥9 70९०५ (सांस्पिकी तथा प्रायिकता सिद्धांत) 


[|] ॥, व, 200 000 है, 0, 88४७॥8 ; (३(॥९4808| ॥90905, 
9, (॥४70 & 0०., 'ए७ए ॥00॥ (967), 

[2] # #। 6७॥॥6ए ॥॥0 9,8, ६७७७/॥॥8 : (४/॥608॥00 07 $0988608, ऐश )ं, 
ह67460 54४- फछ्ां 07688 ?/४8॥० 7.0,, ।२८ए 00॥ (974) | 

[3] ९, ॥... (९ए०/ ; 70000 9॥0080॥7ए भ86 $॥908] 007॥0व0॥, 
80 670॥॥ ?70॥80॥8 (०0, शए४/७ 70,, [९७ |02॥॥ (970), 


उत्तरमाला 


प्रश्नावली . 
4. () जा . कक क्‍ . (॥) ह 
अप जी शेजु..... (७0) ह 
(४) (४) “यू 
3, 0), (0, (७), (शा) 
0. ()० 0) कक 
02, () 243 (४) 75 
2 भणम है) (0) 3 धाम है) 
(॥) झ॥7%४-आ॥7 (४ ४) (|) रू ्््ि 
()) प्र डे (/) हा च्ज् 
(४) पा ञ 0087 (९४) (॥॥) हा 
प्रश्तावली 2. 
, () | 0) जे (0) 7 (0) न 
(») ञ (/ क्र (शो) -- हर 
2, (0)व (7) ++] 
3, सतत 
4, सतत 


*+ सरलतम रूप में दूसरे उत्तर भी संभव हैं। 


णश्त 
१8 गणित 


(१) 2 [-->* आंत: 


2५/(-- ४१ 


] 
मी 
00 2 


4 
| ह 9४ (९ 8] 687 मकनन्‍्णक, वि“ ीटनकपन्‍मअमाकलमफभतननल ७ 
(7) ०0880 75% जजों 





























७) वुकऋ 
! 2 2' 
मर 2) -जत्क 
3 
(9) हि दावा ह (४) नि हल क्‍ 
(४) “2 
(20 तर .. (>४) 
(व) ++ 2_ (20४9) 
]+->४१ 75675 8 
हे ह.# हरे | 
(20४) फ़ाफ्ू (2४7) (-»४)४४% . 
प्रघनावली 3.: 
| ु ] हक 4ब हर 
!, “>>8ही]7/-- शा 7८-१४ ८ 
(४) > गण प्रुआ न न 


(77) “ठु ० *७४-- (७१-+-2)4]-->४ 


*॥ 
6) | बा 05८7 0 कब को 





(ा। 7.४ +-5५--( ०८ -- 30) 


(7) 





0) #8९०७८--॥॥ या 
(0) (जज )#ण(फ+ उुबस्तासओ 
(४) (>-+॥) धर प्र-4 5 


एग्7) "८ 8077 हे ० 
(७४४) न (४०१७७) - नृं६7/पर६5 


(7.0) जी छत 7 [ )+ का /झूसा। 


77 (--9:४8) 


2080. 76 
४४) प+फ्र 
(४४) 0 


। 
(४५) 2(] +-२८०) 


(४) “ वुकक्र 
[ 
0555] 





( नो /) रबर रथ 


उत्तरमाला | )53 
(2) &($४777:0)2+- 2%/[->ऋ इंताए८--2:5% 


) (६80)7:0)?-- 2: [8977 हज ]5 ((+<*) 


(>77) ठ| ७ -““2)08777(22/-+- 3) -+--7- ॥0 । 252--65+-5 | का | 
--१%/ [४ 
ट 
(07 + 5८ 
हल 





(0!) 7 











(209) ॥7 








बे 
५१ +-क 
(४४) कि ०-४ शंप्र २४०) 


है धात "८ 





(९४४) -+% ]] | [-->5४ | 


(शी) 20/5--2/ ]-> भंत्र (९/>0 
(हो) ३९० ता | 8६०१४ | +-१) 
के ० ६४३ लक मे 5 
(77.४) > ०08 “४० ५ ऊ; 
3, ४ ट 
4, ४25 4] + */ 2)- 


5, नन्ण | 2 
ठिप्पणी ; प्रश्न ! के प्रत्येक उत्तर में समाकलन स्थिरांक ८ फो जोड़ना है १ 


प्रदनावली 4. 

. (7) क्रम 2, घात | 

(77) क्रम ), घात [ 

(77) क्रम 2, घात | 

(४४) क्रम |, घात 2 

(४) क्रम |, धात 2 | क्‍ 

! ] | सु 

7... 0) चाह कनीफु 2०४ 2 हज ८ 

(7) अन्च्छ( डा) नीट 

हि 
(7) ##्२४2 (भा > “3 नै-८ 
(७४ अपन हर ना ला 


54 गणित 


(४) अचल पुलनाओँभण 2४-हू 272-"-॥ (72)+ ८ 


(7). >]॥ ((॥2%४--2 (॥ ४-5) “० 
2] 


ह ! 3 
(7) एस जु आए फ- ना था ४ ६ (2%+*) 


है 5/2 
की डे) + पे 


(४४7) अतजुभी +-2-3 ॥ | ४-52 | ++८ 


(5) एच 7८-८० 
(७) ए9चल्‍॑श्ा(४--4)--८ 


। 0९08+:2 
(2) 008 एन वु 7००8 ४7२८ 





(37) #च]7(८०--८7०) --८ 


(7) #9घ८ तत 8077207 -- ८ 
2 
(४7) 577० | ॥---४% | #+८ 


(४9 चबुशक जुआ जुरान-० |[> | +-८ 


(४) ४#१2०5(ए४--)* | [--४४ | 
ही 
-! 
(>गा) ८०--८४४--८ 


(जां5) ्ा। 5 दा एड:८ 


- को) ->नननीए | | >झचट | 


(७0) #हू| स्प (॥ 7? 7--थ॥ 7-7) 4-८0, जहाँ #>+द्या2 >( 


(>ड्रं) # "0 ४+ 6 
3 5/3 


(22४77) ३9४5 डह्िअ-. -जरुआन ० >र्न-०; 

। 4 धग्जंग कक 
(77) /छ> [ जप वे) फ+न ४ १/-४४ -+८47--८५ 
(52४09) #5-४०(४--2) -+०5-+- ८५ 


(७००) >च्च्चा | 500 5४ | न+-८5४--८५ 


कि ्‌ क्‍ , 
(>>) लक (0058 32--$॥7 3-) +7205--6५ 


उत्तरमाला 


40, 
. 
42, 
43, 
44, 


45, 


5. 
0 हा 
हैं। श्र 


25 


55 


हर [ ] 

(७७४४४) >र- बडे दुए ००४ 2४+टाऊन॑० 
#क्ह ५2 

(खाए) ००-४७ 0 ४--3)+०>-+-० 


42% -|- 3274४५-7 


2 0 (का, 30 अत 
गा के नव 
अन्त (|) ॥ (४+-)----३3 
॥ 8: ! (“-)” 208 ण्ज् 


2(०४)-६22८--0,075%8-[-00 
7७ _ या 
[50--5& 
7२ >>० |0 &-+-6 
खा 
(४) ४८ ८ दा 
छा 
(४7) |नन्न्फ्‌ ०० 


प्रशनावली 5.] 


(व, (), 0), (६, 68, ()), (0 छ 8, 0), (0, 6, ८), (0, 0, ०), (ध, 0, ०), (0, 0, 0) 
[४ |, [» |, |४| 


(--, 2, 3), (, --2, 3), (, 2, --3), (--, --2, 3), (, --2, --3) 
(-+-] $ १ ““3), ला ली ““-3) 


(6, 0), ()), (], बा 0) | (6, न» 0), ( न 0, “-5) । (6, 0, ““5), (, ४-७५ का 5), 


6, -8,-» (ऊ? प्र 75) 

१ फ--् १ क्रे-- ८8 4 लाकर 

2, 2, 3 १ 
(क) (5, 0, --) (छल) (--3, 7, 7) (॥) (0, 4, -- 2) 


प्रश्नावली 5.2 
2५/5 
4 है 
() (के ग श् हे हर) (॥) (।7, 6, --2) 


456 


7, 


42. 
43, 


गणित 


प्रदनावली' 6.4 

3४-+-59-+-72--28 50 

3 49 अल 

एठ6 56 56 77 

_४ 3 कई 
पाठ न लए ्ः नल 

5 7 
3& "569 +-2-53555 0 
>नी7>*0 
क४न॑39--2४5] 7 
नहीं, क्योंकि तीनों बिन्दु संरेखी हैं 
89८5--६29-- 4०892 550 
22--29--32-+-35"50 
2868४7479--952 0 





« 5]>5-59--502-+473 न्न्त)) 


]2..2774%-3255469.. कक | 
75४--39--४ -+- 89 ज 0 ः हक 
रैः -»/-+-५/ 22 “--+स्न0 >४--३-%/ 22 “+“ 4 ८-८0 


2 7 77-52--2] 5-०0, 4.८--99+-32--85-0 
442--4979--3]2--]$#60 5: 5 8 #&#.«/., 


- प्रन्‍नावली 7:7 


24 -न्‍मननक.. ल्‍ननगगरगभग- 3-20... ०+4>.९.3 .ब€.>प मा 


उत्तरमाला  5/ 


३ ढ़ 


3, 


4.4. 
5. 
४0, 


॥7, 
॥8, 


हज 


मे 


ई 


आप 


.. 202-770207 '__20]42--८247 
(6) “2772. व्यशिण वश 
0 ४० 0... यू 





न १4 
(६ तो ) हि 0 32 प्र्ययन है 


श्द 

हि 
प्र 
ता 

कि 





0 का, के पा 
(36, 24, 34); (4, 4, 4) क्‍ 
अं टेव ++ तर 5 (--4, ), --3) 
(3, ५ 2) 
33 
[ 2 2 37 37! 9 
ऋण 20 दा 4 
5 : है ० 
90९ 
4४०० टेट 6550 
]0%““29--92 _-0 +ू0 
44/3 | #न्‍्लशसार 


2]09 


*९/ तर 
प्रदनावली 8, 


(४) जन नैन20०-4:४-- 6 ४9-- 02-29 0 
(7) ४१% १०४२०---4/०42--49-50 
() >&|-आर्न- दा ->बड न 29 -827-5*50 
() (--3, 4, +-), '/ 26 





(४) (ज् 22% ) 9४ 05 


हल “है व 24-०० भर |“ क्‍ 
407 6303 एक वेद >ल्ट ह 


58 


3 9 9५ 


व. 
42. 


30, 


4, 


2, 


गणित 


2-- ७१ --24--22--4.)--982--4 «0 
न 9 न 277-2.0--4 7-- 62 +-42 0 


हि 
3 न 7 +-2-- 3+% 3 तल: ८7% 3... 0 तथा 


3१-३१+-४--:7४ 5 (४+»+४) +- सन 2 ...0 
2न-7४--220--ध४--97---८८<₹50 
3(४१+- ४४ --27)--4(&-- ७ +४) + [ 550 


१५/ 5 
न 9१ 2१--24(४-- ७ -+- 2) + 24 


-(#--बो ग्वू (४77)5 ८ ७-०) 


3 
प्रदनावली 9.4 
(0) (पह ) (४) 0,0729 
0) (#) ७) -है*(#) (४) 3») 
/८ न], वन द द 
2,699) 
50 “(5 
(7) (ज) (7) 90 >< (बे) | (777) +) 
० 8] 


(४) 5 (56) (77) [-[5 )”“ (6) [ (26) 


हू) (8) 352 (है) (४) दो (70) लि). 
ः क्‍ 
र्टप 


॥! (४४) (ब) (70) 54: (जे) 


0 (5) ७) 7([<) ७) ०७»(<)७(-3) ७) ।-(2)५ 
हक कि कक हि कं पाछय कब, 5 ] 2 ([ 5 ) क्‍ (79) । 5 ) 
हे 


/ 
| ॥ः क्‍ ] १5 
७०००२ नेन्‍म्मक 7 [-- 39 
(66 (7) 4--496 >< (| 


2. 
8|० 
बज अल 

अर 


उत्तरमाला 


325 
3, ०-० - 2 ० 
[. #0) + उकतद 
_[250 
/(2) * नननद 
__ 250 
7(3) 5- नननह& 
7 5: 
2(4) 7776 
] 
8(5) ८ 7776 
84. 27(0) >-0.409 6 
#() >+0.4096 
#(2) ++0.]536 
#(3) ++0,0256 
707(4) ++0,006 
] 2 
5, ४८527, श्क्त््यु 6फा 3 
__4 64 
46, ॥८5८55, 7 उर ढु 4न्‍+ 
प्रदनावली 9.2 
. साध्य 5-22.22, प्रसरण --22.22 
€""7 , 550 ध 


ब्रा 
न | * «० । 
3. ८४०४ | श्कज् + आर ] 


4, 7(]) 550.2706 
7(2) 5-0.2706 
7(3) 550.804 
7(4) --0,0902 
7205) +-0.,036 

5. 0.0936 (लगभग) 


6. वाँछित प्रायिकता 
“-0.4059, प्वासों बंटन के प्रयोग से 
-50,3758, ट्विपद बंटन के प्रयोग से 


४ (0) , (0) , (0) 
7... ८-१० ॥  +- न बे न बा पक -+ “डर | 


99 


60 


0, 


गणित 


« 0.4795 
. (7) 0.2769 (लगभग) 


(7४) 0,3374 (लगभग) 


4०. 4६4 . 47 | 


4# 
हा पा 


प्रदलावली 0.] 


, () .67 (7) --2,00 (॥) --3.83 (४४) 3.67 


2, (0) 0,0035 (#) 0.9582 (8) 0,7454 (00) 0.030॥ (0) 0,058। (५) 0,59 


छू, (भा बु> . (4> 


वि्म्मे.. थम. टन... जनम 
के बैओं कर एुएए 


५७ (00 -+-+ (५ रज पे» (४ 3 को 


(४7) 0.8530 (॥॥) 0,7588 


. 0.3998 

, 6.06%, 

, 0) 0,0228 (0 50% (॥) 5.4% 
, 30.67% 


प्रश्नावली ].] 


, परिपूर्ण धनात्मक सहसम्बन्ध 

, अधिक मात्रा का धतात्मक सहसम्बन्ध 
: अधिक मात्रा का धनात्मक सहसम्बन्ध 
* कैम मात्रा का धनात्मक सहसम्बन्ध 
अधिक मात्रा का धनात्मक सहसम्बन्ध 


0.45 
0.85 


- .00 
« 0५«/8 
ह50,/0) 
« 0५२८ 
. “-0.98 ६ 
, (0)--0,99 


(॥)-0.50 


7?0॥870॥0 ५।४(४ ॥पसलक ४७)३॥४॥ ४४०७।7.७० 


0 प्रातश्ष-त6एट076त ॥870क्‍58, ॥0800५9 #7729, ई0ए७०703 ला 
हशल्खशापश7067867060९९, ॥7व 0770प070 (70074 (0/7९67 शध्यए 
00702760 शत 00079 त6ए९०ए7५शाा., 7 ७४४ 30 7920 779 ॥0 
छंशी ७0एटध़धि।शाई €४978४760 9ए 5 0 ?9ग्या ६ (५ ०णांश 
(6ए209एा67ए #फाप छाप 6 तृषपण॑बा0णा 079 76 8९८०0706 798० ० 
[3 000४ 45 ॥077 (6 7€एांड्अ07 ए (2 2० 790 6 ॥7 (6 इप्रययशः 
07040, था 09ऐररांडाए ४ंचटालाएंवा पी तंापटर: 998 0 076 श्रद्धा 
[बाटण, गाएा58छटते हुएगांड सलाद प्राग्तेढ 80 पीढां 07 ऐीट €ा-ए6था' 
72706 लाता ४०7० 7950, घाट &70287070 07 66ए९|०0एए7९०ए7ऐ, 
छशटील्ि0, 87त 7€४९४/८7 ४३४ ८720,000,000 ($930,000,000). 7५6 
[097॥8 07 गौन्‍/९व 97 ए6 ऊरयाीगी ७0एथशाजागलां 00" 6 ए700- 
१06एटॉ07९०त ९ए०ांशे 7688 7९8९7)6 056 0 76 /द्वाशीनों। शा 
07 प्रा'006; ०ए 27९ 068 27९८९ ९४४६० ०५ ६0 ॥6[0 ४6 87९98 ८0॥- 
९थ्याटव 60 #वगातवे 00 प्रीढए 0छ7 दिल. मै इध्टाा3 पीटा'ट0/8 ४व9॥9 
प्रा]09०ध॥ 6: 6 800वं छंद शारदा] ॥98 ए९८॥ परा4्षपे८ था 680- 
खारलंटद्या 60-09ढ90907 का पीर तंहएटा0एग्राद्यां छ 28९ (ए090 87 
[8005 570 प्रात 72 007 7रप्रटत॑, [४0फ4 779ए०8 एटा शाउवचेट बी) पपद्पए 
९0९७० ॥7 जब 293 9९६7३ 8 पिक्य पा 8: शर्तों ढक्की 0 थी 0पा' 
प्राप्राएत0 ४70५90९086९ 390 ९०7८९॥/7४०% 0 9770082, 

[६ ५98 27 77079 9800 ए 7॥6 शिव ?0॥ 707 98 - 
ए०एाएणा (०8 पा 9709/776 07 (6 शिटणाणयंए (0०-०फुलादांणा 
00775 7४॥07 हठप्रॉत ००एश' पा (060००0तलाएं 0ए258९४5 टगाा0ए6९४ 
(8 श्र छांदा इएगंकवल्त पीट एठाव '८000परॉंट४) ए 8207, छाताएट, 
चार टप्रटलेबा08, 00784), धात ९ एजांएट्वे &छपहुवणगा, ऐ 06807 
चु. ऊ#. >लागाव रब इपागबाउंश6ते 77 6 6 6742#66 7४727 वठा' 
चुब्गए्थ'ए 79573, ॥76 20279 970]९९॥४ ३7॥ शोर) 4५५५४ 8 ग्राश'ट्डाहतै-+- 
गा 85 82ए273६६ 20प्रता7९5 0" पी 00एटापाए 8,900,000 80 प्र47८ !शा९5 
270 770,000,000 96०एॉ6 67708, 50प्रत-टछ७ 2४9, थे 0९ 
(37 909€८०॥, [6 ॥00ए-टाया तंटएट०एआाला: एएणुल्ट७ कवर ढांग्राइाटपं 
0 ०08: $7,500,000,000, शाप ८07प्रपांटककां0णा3 शात॑ (2002 
ता।ह ९ ॥078 शीट बाते जाति 77076 8॥ 9 एऐगंफ्चे 06 ऐड 0 
कफथावेंए्राह ग7 070एॉ०एके शैीपट७, 6 एणफ: बव0-7श८5, क्षाप्र 45 
प्रातकुशाव67 ० फ6 एगंत्रा: [५४ एझ/0ट्राध्रागराट, 070 ७07७ 0 ८08८ 
वद्बराघजा 40 2९०० 0ए९१8एञग9. रिवाप्राएए 0९ थंत 358 ६0 [९७ (९ 
प्रणतेटा-त€एटॉ०0960 ८0प्र॒ापिट्ड [0 ॥९७० फ्रैलाइटॉएटड, बाते द 80 पेजाए 
खैयटांटव 48. प्रेद्वांतए 8 90सदर्पपं फ्ी0च्त गड़ब्यंएक (छपरा 
रीकशाटक्ष---8 प्रातार प्रगएठस्‍ंगाएं करजुंब्टाएट फैशा पौल छसासतकलाएँध 
707९886 ॥7 छत झ्राएफ़ास ण सश'थघ्रात 74७ वक्लाटा74 5, 

475 


(त्र0एफओर१ एा 


50708 (:0॥९प्र॥0॥8 87॥0 506९ए४0०ा5 


] ॥॥6 97९ए8वी॥8 दी॥्ांश3 ९एच/ए ९0 ॥98 0९87॥ 466 (0 27९६ 

088६7 बिए8 था 0 पहला था 00]6०7०० ॥89/64॥०7, 

गि६४8४0॥8 86 ट्टीएथ 07 0०॥6ए॥86 6 शशाव-0शएा'ए 9097 9॥07 
0 006 ४०१0 40 06 ए॥॥8 006" 00 2,950,000,000, +ै७९८"'५४70॥9 
378 74808 0॥ 8०८०प7४ 06 990९07०४८ए 0 0809, 0पं ॥॥ 27 7090 
8088 जहर 8९टप्राश्8 0लागा धंधा।हा08 6 2एशोक)ओ९, 076 48 70 
0876 6007 88 00 ॥06 79009 एप 976%# 009प्रौक्षाएा 270७ 
प॥6 एल्था॥ 06 6 लात 0 ०४१ ५४ वा 086 [700॥000 फाधाए 
श77868 800 १5 & ९'प्रत6 0700-46 ॥0 06 एाराध्त 99606 94९९- 
8)9 €पण"धापह ॥9 एप ॥70॥8 7] 7047 ॥0 06 78/6 07 ॥0 ॥॥07288९ 
९णाइंतेद्कए शाध्थांध' 07७! 06 0७700 7097 00 7047. 776 70:९0 
00४-छ9०7 ग्राएाट86 था णीनब्वा58, 8 8077 ए एथएिफाए पु णा (6- 
लिएरत शिएए छौशा॥72, 38 ।60 तैश॥0ह/श[/098 $0 00/ 0 8 7९५७ 
(888, परीहां ए तंग शियाए, था जरगादा 00 गरादप४ 70 #0009885 
रशक्ष पका (0 0906 7॥शी80९8 0 शराणप्रश (00708 4070 78 ॥0 
१000४ (02, ए॥9(2ए९/ ॥6 08४१९४, (6 0000070 €४(03/९8 ॥806 
॥ ग6 गशलाट्यानीएहछ एि 00॥777 90एऐे6707 त९ट6 ॥8ए6 
[70ए९0 एशापेह ७ ॥6 ॥0,7 6 6 900पॉ४/ एणा९ए८ए 07 (९ 
॥्थ्यांगर प्र0ारँ 0 [708 ॥0 (॥॥78, 8076 40 [00' ९८7६ 0३ 2 
परधादिएए, ॥99 06 06 शाणाए), "ग68" एा06ए गत 0९॥९५ि थ्ा'€ शि' 
707 0९, [6 ४श॥ 7808 0 909प्रीबाणा िल'१४ 6 700 06 
09777 एा0चपेल्त क्रपा006 90 6 #शर-0४, श॥/ 78ए ॥9[00॥ 
[0 67048 ५९ 60 ॥0 #709४: शाप फरटाटवशगए है॥09]९026 270 ४0॥] 
॥ गरष्वीला।ह थ्ात ॥ 2070फ॥076, 0708 ॥8ए शी 96 07 ध0 एशए७ 


3 एिह्लाएशलड न 276 ही] फैलशाए रा906 (फैशंणणोए इश्यंत छाएश0ए ॥9एं5 0 
(0८ ाश'-हैकालाध्या (शिशाल्ट ता (एणाब्टएशाणा ० ९०१९०७१४।६ '१०प३] ९४७तएक८ 
80 >लाएश' या 52एलथा।067 7040, 090॥ पा एग्राएर्ट 94७8 ॥॥0 (37309 26 7९2 
6 छावे पाला एललण्ते ठ #बए0 09क्पब्राण पहए0७7 ,..._ ॥ 06 4090-2000 0६८०० 
(6९ जय 7९ ॥0 हुए0च॥ए वां थी 99६ ॥ 08 ए 0.फक्वाण * 


[70 


8079 (४(0ए९4,008] (008 8५७ 870800॥,&7]0[७8 


ए 260 ग्राटा'टवव8८४ व 90एपरबण, 0 प६7॥ पीठ छ88 (980 ए्रताशा 
॥98 ]08 7000 7ट40ए29, ॥048 06 काहीाआ॥-एए6व्त9 छत णीी० 
॥89640769880 607 65 85 एड व9 ३४ 706 9९००6 ० 76 पणग0 
88 2 ७१06, 

प्रफ6 ६ए४०४६४ 06एश्ञाए छत मार एव ए०एुपोब्रएणा 78 ्ीएाढ 0क्‍ेल' 
ए 44 एटाए0गा$ & 8्वुपक्कार खरा 67 70प8एॉए पट ३८पथोे १ाग्ाप 0 पी: 
(0ाए्राह्ांओंं एगाएहत छाहवांट8, पड 74 छा 75 8०6४ काठ ० भीठ८ 
" €8णी एरावाशंविपथं 9 6 वैगातदे 8प्रा906 ० "6 ९]00९०. ॥£ ण८ 
लाजांग्र#/ पीर 2९०8 जरा कीएशंटनों ८णाती।गाड 26 पटरी) पर्ां 
0056 इटगर६77९770 7709४ 7#277%770 छा907९ए९0, ४6 #2/८ ० ४]6 
व्रताएतपं ॥ जता 7टागगाएड3 358 7टवैपटल्त ६0 4 07 5 20९४. ां$ 
॥र000068 8 ९78७८ 77/006 वैश्याते5 60 06 00एा08, शाह ॥0, ७८६, 
#बा। किटठड एछी 6 शयवर07 बाते 6 (70020 गाते पट ब्ाटलाओआंटोए 
5प्रत-098९वत दावे 7-57 ९णढ९ा लत 58प०॥॥9 द्वात5 8०९77 पते €त 9 ऐ3 
08, 68908 0ग्रा 90489, ७९ 60 %00 एल हैश0श 409 40 #2ग7ती९ 
प68९॥द॥08 80 88 00 77976 ॥6770, 77॥8ए ८७7 967740९, 67797 0700%9 
[70वैपटएंएड क्‍07 फ्र्यापियव, 7796 09प्रगाएाए शाटो पते फटा), थाव पट? 
8 00 & 8प्ए00द्रा6 शाययबाए 06एटला [28९९ 8500घआाशाएफ 
पाला एक्कफ्ट3 गाते 0वकक 38९छगशलाह 0 0परल' दतदड जोतंदा आग 
एलाधा। प्रा]04परटाएड शीला 3 ॥रपाल्त उ्र्था॥ 0 ग्राणा०, 440 
95शंतएडां3, 070 06 00' गश्यात॑, गत 98 007९८ १8 079 2 [6 707९ 
(997 006 4०76 ण०त एाए्वेप्रदाांएद ए०प्ट्टगबबी06 (99ते फ 6 छत एश' 
॥88व 07 9०एपरव0 07 छात॑ खपदी) ता पडा ॥ वेदशाणाथाएंतहु (77०ए१॥ 
77808८, 

[0 8 दशाएकवांग्रोए फल पीश व 00प्राएए बीटए 60प09ए 0 फल (30 
एठ्जतव, ॥एछए6 शाएप्रथ8 परएणप्राशा 2098 20 गाते ूएपपेल्य [00 
8९70्ीए्ं डशांड(९८४, पीला 8 635 प॥ ए० छठ"€३ एीद7व0 ए६ |] 
श068 9 एलाइ0ा 0 8९7०6 96 शह्लत3 0 06 ए0एपॉनप्रेणा, व 0पिल' 
४0705, 9०0एप्रोन्नांणा देलाआए छषटटटत5 ३२० 8 इदएथाद परी तरल दि 
एजीपटी सका 9९ ठणशग्न॑वेक2व, एटा णा फिट गार्ऊ़ा फफलाबों गराटण68- 
(07, 88 &९परचए 6 एवाएरग[ए [70वप८0ए८. 

पृफरा$ 0, ॥४(॥९० पशा था तर-5९४(०० 9टीटॉ ॥0 छा एगिए८५ 
0९008ए४ 7्रणठ पक्का बाणील, 3 >लं)त पाठ तााएट 0सथपेड (छत 
एग्णातर भाप 4 एवाटल्वे प्र एी प्रशधपओ 7९07५, ऐैशटाट (९ 
ते फ्रैठमबएट 5 त&एशचांट गाते गर्ल 25 जरी 88 ए0एटाए ७ 8 
7ट8ए 07 9प & #ट[0 ४४०७, ए८एजै० शर्त गर्भ टॉएडु ॥0 009 
पाबण--जीटयीदः व 78 बिम्टी260 डिएसंब्राा 0 एणग्राहिए--वी। ॥6 
(06 0 इथए207. 


4 77 


50008 0 00/४८,७७870008 87५७ 827000,0 70 07५५७ 


[76 मगरा्शठाव्06 प्राव्वणी7ववा07% 0 था ॥996 (70५97 (6 [ज्ञात 
58005 70 & 90च्रा०णा एई एर्णात 46०वेट्ाशाए; 38 3 ॥8ए6 पद्ाप्राध्त 
0 3प्रठु8०४, पाल गर्व ठ 43 वछी' दगा[|जआह गरा0ए76 ए0णढ्पीएं पी भाए 
थाए।ह 06 छठ ॥935 एट 47097, 4 8 दृपा(& गग[०0890]6 ॥0 ९४०७]१८ 
(6 #2८४००ागझजाएर जागरण #छपा5, एप 48 0जा शुक्र 68 फैला 
(एगाएरणल्थोए 438 07स्‍92 ॥40 27वें व0णए7, €एथा 77 729 प्र0[ 
23ए6 80€वचुपश/९फण वा्यादादत, 058४ "०46 9700]675$ दा0 7दश०णाज्म- 
एड, पा ए00 ९३8९४ [28027 38 एटटा वद्॥एथाहते एछए ॥- 
शगीटाथा /70५6072८. 


'म्र४४8छ5 अ ४एर२४ "पछ (्0४&ए४-7/25फ7छा,0700 4.&7/घ7098? 


840 005डर06 0 एादा९९ तर0श शीट 76 परात९-तृ6ए९०ए९व वाप॑5 
378 20 (09१ए 809९0? 

पकह फ्िए एफ जगंएा ३ट९शा३ 0 एए एणते [0 लालाए८ ७ तारा 
१077 2] 90770 एस एं९्स़ व 8 था र8887 49६ ६0 7ल'ट३४८ 070070८007 
फ्जाव हे गात-वधापव& 00 0॥7एल-बाद द्यावत जरीशरट एट 876 शिया ता 
जाता ॥6 प्रवछुा९४ 0 गा बाप ज्रा९6 प्र९्‌ परगा0एज़ 5070670089 ० 
पीह गाक्षा 227 0 8णी३ बयते 06 त९एटी097767 0 टा'0ए8 था) य 
8 40 00४ 67 वग८ता206 6९ए९०फ्आला ए एएफाटवों ]870$ 7 ऐड 
5९50 (6 8/8४४ पघराप॑ढ7-0९ए९००९० 9909 6 प्ताए ए00 95 प्रपादद्वंव्त 
०ए0ज 0एफछपा5ड एऊु' 8ल8 कपड़ा 96 ॥6व 60 गाल 9726 0878 
(6 एग्राप्टव छाशां5,7 (909, 0९707, शव शैपरड/था9, निशट 
6 76 ० .7027765४ $ट९आड 0 ए2 ४ पाला-285९ था 0प्रफ़पा 9०७. पराए- 
27९७ 0 46ए९[४ ८07ए0%/2०6 शांत (7056 40 पल पाठ ग8॥97 [070- 
त7८४ए6 98३8 एस ॥070-96४6त जिएए006, 9 दी तल्‍एट0त्ाला 
गापड 96 8००07ए947र८व एए & छशरीतर्र॒गरढघ8 ४0 ठिशद' 900 फराश- 
गरधाणा॥ 90एपोक0म ग्रा0एगाराड गाते ग्राध्य्रथांट्यन (90०, पाता 
08, 6 820॥007 0 -€शणं८ध008, 

9 पा 3९८०वे एॉ36९, ८87 ज९ तेढादाया6 जशीठ प्रो परातेध- 
प९ए९0०९व [ब्ा03 गा [6 05फॉंड थार? है गा/दएल४पशएु आ[णुआ0०० ॥8 
ह4 ैत0जछा 88 8 शटए९ प्रादगा00, ७४6 ६8४६6 0प: ० ४४८ ॥707०७]| 
शापेड थ) ए०5 छटी ॥9ए6 8 प्र0प्रांशंग005, 9700:6॥, 007 07९7ए9९ 
प्रगाशपरा(806 टापथ्या।; पीला 055 0४०8 (00 07ए (0० 96 ८2)व)ं2 70 
एपएबाणा गाव पटल; ऐएला जहा फद्चा।5 जोत676 80 45 

7 886६ ॥7व4 काट कर कडधकर उिठर्व क्ावे 4लादपधिार 2050 (०0 ८/, 9. 97) क्ूए7ण०ब८) 


(6 ए/ंडायओ 53 3 तररीटए्टणआ५ बतहाट फप च्टघरत फाट एजाएफाएा ॥( फ्र कात॑ ७ फट 


एकाल्व $छवाल चलट 7 4प्7096, एा०ंकाए 8०च९ १00 जातणा बटः८ड ए७०्पत 96 टःएणुएए60 
पा 56 807 ० +0 राजा! (9. 748) 


778 


80007 (00०ए८,७७80)738 &707) 5९७(८॥7,80 7 (0९६ 


पशीटांला। थ वृषद0ए 07 तुप्"ाए, थाव॑ 50 00, 8६ |९880 पड गाशतीा0त 
॥98 पद बएथा38९० प8 77 07068 कदाएरणा णा एफफएापतरं ध्रा९३5, 
जद (8 पर 9728९ 090गा0ता ब्यव जाता छा प्रोट उतेएटाइट 80008? 
पृफ्रांड छ ज्राका& ज6 एड ॥0ए9 इटा०फ 38 0प7 फ/टडटाएई एग्रणछ्ाटट, 
ह6ैटाप्रशीए छ8 दक्काए00४ प३९ प76 अ९ए४ मराटाठते 08९६८३8 ऐड रत0ि-798- 
(07 48 707 3एवव॥ ०96, 3ए898 एफंपाह 207058 ाप्रात्ष2४ 098९व 00 
ब९एककोी 0 एण॑लाए4! एछा०वेपदांएए ० 0900, च९ ॥8ए6 पीह एलए 
तकिया छगांटाप ण छएणपपे 7#९४०च्र/८९४ ए 90एश' 200 7707905, 46 
760, शंगी ॥ततदा ॥ ॥9प 76, ॥९४007९९३8 0 06 परा0९-0९ए९००7४६० 
[ते एप प्राब7ए 0 परी ॥ 3 97600 भर ४708 ४०४ ऊठछ४0॥, 


एएए879 छोर पा रत 8 ?6ाए्रए' । ४ 


6 8४४०007 ए शेणा ॥9५ तृुप्रणाध्वे ॥ा (6 76920॥977 0 धरा 
900४ ऐएा80 पषाधाए 90522568 पीट द्ाठज़ौल्तेए८ गाते प6 #ंपी (0 
एटालएट पीर एपररिषाए छी प्राहूट 960, परी ॥8 ए परातेट-त८ए९०एववपे 
बएल88 जार 00वें 38 गराबवल्वुपढा2ट, एथ70 76 चशा पिटा&9, 5 
4 #९8 0006, 007 7709९022, ०४०८टंथए 0 9ग्रत-ए४८, 35 ४०लएपए 
गाबतंल्दुपथा2, पर वलातप८0०7 शा०पर्र। एक 76 एक४ टह्शोप्राए 9ए 
०पएए 77006 गाब्एाफ्रटए का पर ध्थाधा3 गरधप्राक्ों 7/250फ7068 78 50 
0०0०0858), 80 8928०7778, पाश: आऑ प्राए7९एड९प 7 शा ९०प (0 (८ 
हयालंपृ८ 06 906 परशात्र। 780९, 0] 0फ् 097 970707॥३ ता 80 
९056"फरद्ला0णा जप एछथ्चाएए एणॉफटवें थातें प्रीढ 97%2ए४८९ ए (एएक ए 
गेग्राटटव पराजित शियांगडु ज्ोपटी 2णाइटए८ एथ८० (20 त९४७०५ 
(6 [बाते 099 ग0 गाल्थ्या5ऊ एटाल-2ए ३९०29, ए ए0॥र/ंटाएए6 (प्राव- 
चार्ट 70056 (॥6 58776 00 07668 ० तेलशाप्रटाएणा ० पाल तो प्रदाता 
(000 वैद्ञातंड, 'ैारदत ए्र८ा9ए6१6६:%९0 40 ए76ा6टा 0पा' 0७ [09000 
02४८0, इपीटिताए इजीड छात्र 8 प्राद्राप्रेंट ता हुए.छ था ९९8, जयोटा 
ए वेटशंड( #0गा पीएचशगंगड् पीट [लि 090 000ए7ग्रतवी6- पता प्रते5 ।॥त5 
०५४ ९०ाप्रापठपढ एॉ0फट्टीएणहु छापे गरा०्प्रण्टप्रॉफट, छह, 77 ०गीए' 
श0ठंड, ए९ १998 च्रोट्टाए 80008 ६0 ८8 ०7 776 96क शोर 98 छाप 
0ए 0छा7 ९५९, ४९ शी] 96 ४ 4 9लाल एण्श्रणजा (0 वैटबी शक 0 
7906 ॥7 007 /707767"8 ५८, 

पुप्ल शाएलए त छतर्ँत 0-रथाएणाड थ एक: ॥] ए0798 (0 46 
ए०प्रांपठढ 07्रिष्ली-ज़रडला फ्रिपाएणए/०--के शाप, ४6 रटा।ट5 005, 
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